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Abstract isomorphisms of isotropic root graded groups
over rings.

Pavel Gvozdevsky

In the recent preprint by author it was proved that under certain conditions,
an abstract isomorphism between the groups of points of isotropic absolutely sim-
ple adjoint group schemes over rings must arise from a group-scheme isomorphism.

In this talk we give the precise statement of the theorem, give examples of
groups that satisfy the assumptions, and discuss some application of this result
for the model theory of algebraic groups.

Pavel Gvozdevsky
Department of Mathematics
Bar-Ilan University
Ramat Gan, Israel
e-mail: gvozdevskiy96@gmail.com
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Problems in model theory of algebraic groups

Alexei Miasnikov

The talk is focused on model theoretic questions of simple/reductive algebraic
groups over arbitrary rings with emphasis on their elementary equivalence. We
plan to survey the developments of the theory starting with last decade results
on classical groups. The very recent results for the isotropic case obtained by P.
Gvozdevsky and E.Voronetzky will be outlined. If time permits, I will address the
issue of anisotropic groups, which is a hard and tempting goal for further research

Alexei Miasnikov
(Stevens Institute of Technology),
Hoboken, NJ, 07030, USA
e-mail: amiasnikov@gmail.com
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Í.À. Âàâèëîâ: èñòîðèêî-ôèëîñîôñêèé ïîðòðåò

Ñ.Þ. Ïèëþãèí

Ââåäåíèå

Íèêîëàé Àëåêñàíäðîâè÷ Âàâèëîâ (1952 � 2023) óøåë îò íàñ 14 ñåí-
òÿáðÿ 2023 ãîäà.

Åãî âûäàþùèéñÿ âêëàä â ñîâðåìåííóþ àëãåáðó îòðàæåí â îáçîðíûõ
ñòàòüÿõ [1�3].

Â ýòèõ æå ñòàòüÿõ äîâîëüíî ìíîãî ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî îí ñäåëàë â èñ-
òîðèè è ôèëîñîôèè ìàòåìàòèêè, íî ýòî ïðîõîäèò êàê "ïîáî÷íàÿ" òåìà, â
òî âðåìÿ êàê, ïî ìîåìó ìíåíèþ, åãî ðàáîòû â ýòîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé óíèêàëüíîå ÿâëåíèå âî âñåé ñîâðåìåííîé êóëüòóðå (à íå òîëüêî â
òîé åå ÷àñòè, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ìàòåìàòèêå) è çàñëóæèâàþò îòäåëüíî-
ãî è áîëåå ïîäðîáíîãî ðàçáîðà (õîòÿ, êîíå÷íî, ïðåäëàãàåìûé òåêñò áóäåò
íåèçáåæíî ïåðåñåêàòüñÿ ñ óïîìÿíóòûìè âûøå ñòàòüÿìè). Ñîâåðøåííî íå
ñëó÷àéíî, ãîâîðÿ îá ýòèõ ðàáîòàõ Í.À., ïðèõîäèòñÿ âñïîìèíàòü îãðîì-
íîå êîëè÷åñòâî èìåí ôèëîñîôîâ, ïèñàòåëåé, õóäîæíèêîâ, ìóçûêàíòîâ.
Ýòè èìåíà (íàçîâó òîëüêî Êîíôóöèÿ è È. Êàíòà, Áëàæåííîãî Àâãóñòè-
íà è Ëåîíàðäî äà Âèí÷è, Î. Øïåíãëåðà, áðàòüåâ Ãðèìì, Î. Óàéëüäà,
Ë. Êýððîëëà è Ë. Áîðõåñà, êîìïîçèòîðîâ È.-Ñ. Áàõà, Ã.Ô. Ãåíäåëÿ, Ä.Ä.
Ñêàðëàòòè, Ë. Äæóñòèíè, Æ.-Ô. Ðàìî è ïóòåøåñòâåííèêà Ìàðêî Ïîëî,
êëàññèêîâ æèâîïèñè ß. âàí Ýéêà, Ð. âàí äåð Âåéäåíà. Õ. Ìåìëèíãà, à
òàêæå ñîâðåìåííîãî ïàðàäîêñàëüíîãî õóäîæíèêà Âàñþ Ëîæêèíà) åñòå-
ñòâåííî âïëåòàþòñÿ â òåêñòû Í.À. � ýòî ïðîñòî îòðàæåíèå åãî âîñïðèÿòèÿ
ìèðîâîé êóëüòóðû êàê åäèíîãî öåëîãî.

Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî òåêñòà ó ìåíÿ áûëè äâå öåëè � îäíà (÷àñòíàÿ) �
âûðàçèòü ñâîå äàâíåå âîñõèùåíèå ëè÷íîñòüþ è òâîð÷åñòâîì Í.À. Âàâèëî-
âà, à âòîðàÿ � óáåäèòü êàê ìîæíî áîëüøå ìàòåìàòèêîâ-ïðîôåññèîíàëîâ
â òîì, ÷òî, ÷èòàÿ åãî ñòàòüè, îíè ïîëó÷àò ãëóáîêîå èíòåëëåêòóàëüíîå
íàñëàæäåíèå.

Ê ñîæàëåíèþ, ìíå íå óäàëîñü âûäåðæàòü îäèíàêîâûé óðîâåíü ïîäðîá-
íîñòè â èçëîæåíèè ñòàòåé Í.À. Òàì, ãäå åñòü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò
(êàê, íàïðèìåð, â òåðíàðíîé ãèïîòåçå Ãîëüäáàõà), ÿ îãðàíè÷èâàþñü èñ-
òîðèåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è è îòâåòîì; â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ÿ áîëåå ïîäðîáíî
îñâåùàþ õîä èññëåäîâàíèé.

Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê îñíîâíîìó òåêñòó, ÿ ïîçâîëþ ñåáå âåðíóòüñÿ
ê àíàëîãèè, êîòîðóþ ÿ óïîìÿíóë, âûñòóïàÿ íà çàñåäàíèè Ñàíêò-Ïåòåð-
áóðãñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà 12 äåêàáðÿ 2023 ã., ïîñâÿùåííîì
ïàìÿòè Í.À. Âàâèëîâà.
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Â ìèðîâîì èñêóññòâîâåäåíèè åñòü î÷åíü âàæíàÿ äëÿ ïîíèìàíèÿ óíè-
êàëüíîñòè âêëàäà À. Äþðåðà â èçîáðàçèòåëüíîå èñêóññòâî êîíöåïöèÿ � â
òî âðåìÿ êàê â áîëüøèíñòâå ìíîãîôèãóðíûõ ãðàâþð òîãî âðåìåíè ëèöà
ëþäåé â òîëïå èçîáðàæåíû äîñòàòî÷íî óñëîâíî (îáîçíà÷åíû ðîò, íîñ è
ãëàçà), êàæäàÿ äàæå ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ ÷åëîâå÷åñêàÿ ôèãóðà â ãðàâþðàõ
Äþðåðà íåñåò îòïå÷àòîê èíäèâèäóàëüíîñòè. Íåäàðîì Äþðåðà íàçûâàëè
ãåíèåì äåòàëè.

Âîò òàêîå æå ñêðóïóëåçíîå âíèìàíèå ê äåòàëÿì (ñîçäàþùèì, êàê ìû
çíàåì, ðåàëüíóþ ñîäåðæàòåëüíîñòü òåêñòà) õàðàêòåðíî äëÿ ñòàòåé Âàâè-
ëîâà � îòìå÷ó çäåñü óïîìèíàåìîå íèæå åãî çàìå÷àíèå î "÷òåíèè ïîä óâå-
ëè÷èòåëüíûì ñòåêëîì" ïåðåïèñêè Ë. Ýéëåðà è Õð. Ãîëüäáàõà, à òàêæå
åãî âîñïîìèíàíèå î çíàêîìñòâå ñ òèïîãðàôñêèìè òîíêîñòÿìè ðåçóëüòà-
òîâ êîìïüþòåðíîé ïå÷àòè: "Äëÿ ìåíÿ îòêðûëñÿ íîâûé ìèð � äî ýòîãî ÿ
íèêîãäà íå çàäóìûâàëñÿ î ðàçëè÷èè êîðîòêîãî òèðå, ìèíóñà è äëèííîãî
òèðå èëè î ðàçëè÷èè ôðàíöóçñêîé è àìåðèêàíñêîé òèïîãðàôñêèõ òî÷åê".

Êðîìå ðàçäåëîâ, â êîòîðûõ èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå îñíîâíûõ èñòîðèêî-
ôèëîñîôñêèõ ñòàòåé Í.À. Âàâèëîâà, òåêñò ñîäåðæèò ðàçäåë î ãëàâíîé, íà
ìîé âçãëÿä, êíèãå Í.À., à òàêæå äâà äîïîëíèòåëüíûõ ðàçäåëà, ïîñâÿùåí-
íûõ ñòèëþ Í.À. è íåñêîëüêèì ëþäÿì, ñûãðàâøèì îïðåäåëÿþùóþ ðîëü
â åãî æèçíè.

Èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå òåêñòû

ß íà÷íó îáçîð èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ Í.À. Âàâèëîâà ñ
áîëüøîãî öèêëà åãî ñòàòåé, îáúåäèíåííûõ îáùèì çàãîëîâêîì "Êîìïüþ-
òåð êàê íîâàÿ ðåàëüíîñòü ìàòåìàòèêè". Ýòè ñòàòüè [4�9] áûëè îïóáëè-
êîâàíû â 2020 � 2022 ãã. Ñòàòüè ñîäåðæàò îãðîìíóþ áèáëèîãðàôèþ: 57,
259, 375, 370, 279, 427 ññûëîê ñîîòâåòñòâåííî.

Ñàì àâòîð íåñêîëüêî îãðàíè÷èâàåò çíà÷åíèå ýòèõ òåêñòîâ (èëè, ïî
êðàéíåé ìåðå, èõ ÷àñòè), ãîâîðÿ, ÷òî îíè èìåþò íå íàó÷íûé è íå èñòî-
ðè÷åñêèé, à èìåííî ìåòîäè÷åñêèé è ìåòîäîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð [5, ñ. 8].
Íà ñàìîì äåëå, ñòàòüè [4�9] � î÷åíü ñåðüåçíîå è äåòàëüíîå èñòîðè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë, íàïèñàííîå
ïåðâîêëàññíûì ìàòåìàòèêîì.

Êàê ýòî õàðàêòåðíî äëÿ Í.À., òåêñòû íå òîëüêî èçëàãàþò èñòîðèþ, íî
è ñîäåðæàò ãëóáîêèå ôèëîñîôñêèå ðàññóæäåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, íà÷àëî
ñëåäóþùåãî ðàçäåëà).

Î òîì, ñ êàêèì ýíòóçèàçìîì Í.À. ïîäõîäèë ê íàïèñàíèþ ýòèõ òåêñòîâ,
íà ìîé âçãëÿä, êðàñíîðå÷èâî ãîâîðèò âîò ýòîò ôðàãìåíò èç åãî ïèñüìà,
ïîñëàííîãî ìíå 13.02.2022 (ðå÷ü èäåò î ñòàòüå [9]):

"Ìàòåìàòèêà òàì ïðîñòàÿ � ÁÓÊÂÀËÜÍÎ øêîëüíàÿ àëãåáðà (ÿñíî,
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÷òî è ãåîìåòðèþ è àíàëèç ÿ îñòàâëÿþ çà ãîðèçîíòîì), íî çàòî äâà ÔÅÅ-
ÐÈ×ÅÑÊÈÕ èñòîðè÷åñêèõ ñþæåòà".

Êîìïüþòåð êàê íîâàÿ ðåàëüíîñòü ìàòåìàòèêè. I. Personal

account

Ýòà ñòàòüÿ � î÷åíü ïåðñîíàëèçèðîâàííîå èçëîæåíèå òîãî, êàê êîì-
ïüþòåðû åñòåñòâåííî "âðàñòàëè" â æèçíü ìàòåìàòèêà-ïðîôåññèîíàëà íà-
÷èíàÿ ñî 2-é ïîëîâèíû XX âåêà è, ïî ñóùåñòâó, ïðîèçâåëè ðåâîëþöèþ â
ìåòîäàõ è ðåçóëüòàòàõ ñîâðåìåííîé íàì ìàòåìàòèêè.

Í.À. íà÷èíàåò òåêñò ñ èçâåñòíîé (âïðî÷åì, íå âñåìè, â òîì ÷èñëå è ñà-
ìèì Í.À., ïîëíîñòüþ ðàçäåëÿåìîé) ôîðìóëèðîêè Ä. Öåéëüáåðãåðà 1993
ãîäà: "The computer has already started doing in mathematics what the
telescope and microscope did to astronomy and biology". (Íå ñëåäóåò óäèâ-
ëÿòüñÿ öèòàòàì íà àíãëèéñêîì, íåìåöêîì, ôðàíöóçñêîì, èòàëüÿíñêîì
ÿçûêàõ, ïðèâîäèìûì áåç ïåðåâîäà, � Í.À., çíàâøèé áîëåå 10 ÿçûêîâ è
ãîâîðèâøèé ïî êðàéíåé ìåðå íà 6 èç íèõ, åñòåñòâåííî îðèåíòèðîâàëñÿ íà
äîñòàòî÷íî ãðàìîòíîãî ÷èòàòåëÿ).

Ïîñëå ýòîãî Í.À. ôîðìóëèðóåò ñâîå (è î÷åíü ñîäåðæàòåëüíîå ñ òî÷êè
çðåíèÿ ôèëîñîôèè íàóêè) ìíåíèå î ïðîèçâîäèìîé êîìïüþòåðîì "ðåâî-
ëþöèè": "Ïîäëèííûé ìàñøòàá ïðîèçîøåäøèõ èçìåíåíèé � è, òåì áîëåå,
òîãî, ÷òî íåìèíóåìî ïðîèçîéäåò â áëèæàéøåå âðåìÿ, ñ òðóäîì îñîçíàåò-
ñÿ ñîâðåìåííèêàìè. Íåçàâèñèìî îò âñÿêèõ êîìïüþòåðíûõ äîêàçàòåëüñòâ
ïîÿâëåíèå êîìïüþòåðîâ óæå èçìåíèëî íàøó æèçíü êàê ìàòåìàòèêîâ è
íàøå âîñïðèÿòèå ìàòåìàòèêè. Ýòî êàñàåòñÿ ñàìûõ áàçîâûõ ïðåäñòàâëå-
íèé, ãîðàçäî áîëåå ãëóáîêèõ è âàæíûõ, ÷åì ëþáûå òåîðèè: êîíòàêò ñ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ðåàëüíîñòüþ, ðîëü ýêñïåðèìåíòà, áàëàíñ èäåé è âû÷èñëå-
íèé, ñîîòíîøåíèå áîëüøîãî è ìàëåíüêîãî � è ïðîáëåìà ïðîìåæóòî÷íûõ

ðàçìåðîâ, î êîòîðîé ìû ðàíåå íå çàäóìûâàëèñü, � êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷-
íîãî, ñëó÷àéíîãî è äåòåðìèíèðîâàííîãî, äîêàçóåìîãî è íåäîêàçóåìîãî,
âû÷èñëèìîãî è íåâû÷èñëèìîãî, âîçìîæíîãî è íåâîçìîæíîãî ... È, ÷òî
ñàìîå ãëàâíîå, èíòåðåñíîãî è íåèíòåðåñíîãî, êóäà âîîáùå ìû ñìîòðèì,
è íà ÷òî ìû ïðè ýòîì îáðàùàåì âíèìàíèå".

(ß äîëãî äóìàë î òîì, ñòîèò ëè âêëþ÷àòü â òåêñò òàêèå äëèííûå
öèòàòû. Íî ïîòîì ïîíÿë, ÷òî, ïîìèìî òî÷íîé ïåðåäà÷è ìûñëåé Í.À.,
èìåííî îíè ñìîãóò äîíåñòè äî ÷èòàòåëÿ ïîäëèííûé "àðîìàò" åãî òåêñòîâ.
� Ñ.Ï.)

Àâòîðñêîå îòñòóïëåíèå

22 ìàðòà 2025 ã. íà çàñåäàíèè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îáùåñòâà Ñ.È. Íèêîëåíêî (îäèí èç ìíîãî÷èñëåííûõ ñîàâòîðîâ Í.À.)
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âûñòóïèë ñ äîêëàäîì "AI è ìàòåìàòèêà: ÷òî ìîäåëè ìîãóò ñåé÷àñ è êó-
äà ìû èäåì". Îí ðàññêàçàë î ñîâåðøåííî ëàâèíîîáðàçíîì ïðîöåññå èñ-
ïîëüçîâàíèÿ AI äëÿ ðåøåíèÿ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷. (Çàìå÷àíèå
îò 23.07.2025: âïåðâûå â èñòîðèè äâå ìîäåëè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà
îò Google è OpenAI "ó÷àñòâîâàëè" â Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
îëèìïèàäå è "íàáðàëè" äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
çîëîòûõ ìåäàëåé).

Äîêëàä Íèêîëåíêî âûçâàë áîëüøîé èíòåðåñ; äóìàþ, ÷òî Í.À. áûë áû
îäíèì èç ñàìûõ çàèíòåðåñîâàííûõ ñëóøàòåëé.

Í.À. íà÷èíàåò èñòîðèþ ñâîåãî îïûòà ðàáîòû ñ êîìïüþòåðàìè ñî øêîëü-
íûõ ëåò (îí ó÷èëñÿ â 9 è 10 êëàññàõ â çíàìåíèòîé øêîëå íîìåð 30 íà
Âàñèëüåâñêîì Îñòðîâå Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà), è òîãäà ýòîò îïûò áûë èñ-
êëþ÷èòåëüíî íåãàòèâíûì. Òàì ñòîÿë òåïëûé ëàìïîâûé Óðàë-1, êîòîðûé
çàíèìàë öåëóþ êîìíàòó, à êîäèðîâàòü íóæíî áûëî ïðîñòî â àäðåñàõ.

(Çàìå÷àíèå îò àâòîðà äëÿ ðàçâëå÷åíèÿ íûíåøíèõ ïðîäâèíóòûõ ñòó-
äåíòîâ: íà íàðóæíîé ñòåíêå Óðàëà áûë "ñ÷åò÷èê öèêëîâ", è ïî äâèæåíèþ
îãîíüêà ïî åãî ëàìïî÷êàì ìîæíî áûëî ñëåäèòü, êàêîé øàã çàïðîãðàì-
ìèðîâàííîãî öèêëà ñåé÷àñ âûïîëíÿåòñÿ).

Íå áîëåå ïîçèòèâíûì áûë åãî îïûò ïðàêòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ íà ìàò-ìåõå Óíèâåðñèòåòà (õîòÿ òàì ëàìïîâûé Óðàë ñìåíèëà òðàí-
çèñòîðíàÿ ÁÝÑÌ-3). Í.À. äàæå ÷óòü íå áûë îò÷èñëåí ñ ìàò-ìåõà çà íåçà-
÷åò ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ. Íî ïîòîì, óæå ïîñëå îêîí÷àíèÿ Óíèâåðñèòå-
òà, ïîøëè çàãðàíè÷íûå ïîåçäêè è ïåðâûå çíàêîìñòâà ñ ïåðñîíàëüíûìè
êîìïüþòåðàìè è LATEX'îì.

Îáó÷åíèå øëî áûñòðî, è óæå ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò Í.À. ÷èòàë òàêèå
êóðñû êàê "Ïðèêëàäíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû", "Ìàòåìàòèêà è êîì-
ïüþòåð", "Àëãîðèòìû è ñòðóêòóðû äàííûõ", "Êðèïòîãðàôèÿ".

Í.À î÷åíü äåòàëüíî îïèñûâàåò, êàê åìó óäàëîñü èñïîëüçîâàòü âîç-
ìîæíîñòè êîìïüþòåðà ïðè ðåøåíèè ÷èñòî âíóòðèìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.
Õàðàêòåðíàÿ öèòàòà: "Ñ òåõ ïîð (èìåþòñÿ â âèäó 1991/92 ãîäû � Ñ.Ï.)
ÿ íå óìíîæàë ñàì ðóêàìè ìàòðèöû 3× 3, õîòÿ â ïðèíöèïå óìåþ ýòî äå-
ëàòü. È ñåé÷àñ, ïîêà ÿ ýòî ïèøó, òèõî æóææèò Mathematica 11.3, õîòÿ,
âåðîÿòíî, óæå äàâíî ïîðà àïãðåéäèòü åå äî ñëåäóþùåé".

Â êîíöå ñòàòüè èäóò î÷åíü ñîäåðæàòåëüíûå è ãëóáîêèå êîììåíòà-
ðèè, îáúåäèíåííûå çàãîëîâêîì "Íîâàÿ ðåàëüíîñòü" è ïîñâÿùåííûå òå-
ìàì, â îñíîâíîì óïîìÿíóòûì â äëèííîé öèòàòå, ïðèâåäåííîé â íà÷àëå
ýòîãî ðàçäåëà: Êîíòàêò ñ ðåàëüíîñòüþ, Ñîîòíîøåíèå èäåé è âû÷èñëå-
íèé, Êîíå÷íîå è áåñêîíå÷íîå, Âîçìîæíîå è íåâîçìîæíîå, Ïðîáëåìà ïðî-
ìåæóòî÷íûõ ðàçìåðîâ, Äåòåðìèíèðîâàííîå è ñëó÷àéíîå, Âûâîäèìîå è
íàáëþäàåìîå, Àëãîðèòìè÷åñîå ìûøëåíèå, Ñâÿçü âðåìåí, Òåîðåòè÷åñêàÿ
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è ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà.

Îòìå÷ó, ÷òî, ñëåäóÿ äåâèçó "Ó÷èòüñÿ è ó÷èòü", â 2004 ã. Í.À. íà÷àë
÷èòàòü íà ýêîíîìè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÑÏáÃÓ êóðñ "Ìàòåìàòèêà è êîì-
ïüþòåð", â êîòîðûé áûëè ââåäåíû ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ìàòåðèàëû
ýòîãî êóðñà îòðàæåíû â î÷åíü èíòåðåñíîé êíèãå [10].

Ñëåäóþùèå ñòàòüè öèêëà ïîâÿùåíû èñòîðèè íåñêîëüêèõ êëàññè÷å-
ñêèõ çàäà÷.

Êîìïüþòåð êàê íîâàÿ ðåàëüíîñòü ìàòåìàòèêè. II. Ïðîáëåìà

Âàðèíãà

×òîáû ÿðêî îõàðàêòåðèçîâàòü ñòèëü Í.À. â èñòîðè÷åñêèõ ñòàòüÿõ
öèêëà (î ñòèëå ÿ åùå ïîäðîáíî ïîãîâîðþ ïîçæå), ïðîñòî ïåðå÷èñëþ èìåíà
ìàòåìàòèêîâ, óïîìèíàåìûõ â ïåðâûõ àáçàöàõ òåêñòà: Ë. Ýéëåð, Â. Áîðî
(î êîòîðîì Í.À. ïèøåò îáû÷íûì äëÿ ñåáÿ îáðàçîì: "Âñå ìû, êîíå÷íî,
÷èòàëè ñòàòüþ Âàëüòåðà Áîðî î äðóæåñòâåííûõ ÷èñëàõ"), Ë. Äèêñîí, Â.
Íàðêåâè÷, Ã.Õ. Õàðäè è Å.Ì. Ðàéò, Õóà Ëîêåí, Äæ.È. Ëèòòëâóä, Ð. Âîí,
È.Ì. Âèíîãðàäîâ, À.À. Êàðàöóáà, Ó. Ýëëèñîí, Ê. Êàâàäà, Ð. Áàëàñóáðà-
ìàíèàí, Ò. Âóëè.

Íå ãîâîðÿ âíà÷àëå î ñàìîé ïðîáëåìå Âàðèíãà, Í.À. ñðàçó âñòóïàåò
â äèñêóññèþ î çíà÷èìîñòè (àääèòèâíîé) òåîðèè ÷èñåë äëÿ ìàòåìàòèêè
â öåëîì è äëÿ åå ïðåïîäàâàíèÿ. Êîíå÷íî, îí íå ìîæåò ïðîéòè ìèìî èç-
âåñòíîãî è ÷àñòî öèòèðóåìîãî âûñêàçûâàíèÿ Ë.Ä. Ëàíäàó (ïîääåðæàí-
íîãî Â.È. Àðíîëüäîì): "Ïðîñòûå ÷èñëà íå íóæíî ñêëàäûâàòü, ïðîñòûå
÷èñëà íóæíî óìíîæàòü" (âîñõîäÿùåãî ïî ñóùåñòâó ê ôðàçå Õàðäè "It
is natural to multiply primes and unnatural to add them"). Íå ñîãëàøàÿñü
ñ òàêèìè àâòîðèòåòàìè, Í.À. î÷åíü îáñòîÿòåëüíî àðãóìåíòèðóåò ñâîþ
òî÷êó çðåíèÿ.

Ïðèâåäó (íå ðàçâîðà÷èâàÿ èõ ïîäðîáíî) åãî îñíîâíûå äîâîäû, ñ êî-
òîðûìè òðóäíî íå ñîãëàñèòüñÿ:
• ìàòåðèàë, êîòîðûì îïåðèðóåò òåîðèÿ ÷èñåë, õîðîøî èçâåñòåí è èí-

òåðåñåí ñàì ïî ñåáå è àïåëëèðóåò ê åñòåñòâåííîìó ëþáîïûòñòâó è ëþáî-
çíàòåëüíîñòè;
• òåîðèÿ ÷èñåë èìååò îãðîìíîå èñòîðè÷åñêîå èçìåðåíèå;
• íà ýëåìåíòàðíîì óðîâíå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê ìíîãèå ñîäåð-

æàòåëüíûå è âàæíûå ðåçóëüòàòû, òàê è ìíîãèå êëàññè÷åñêèå ïðîáëåìû
òåîðèè, êàê ðåøåííûå, òàê è îòêðûòûå;
• òåîðèÿ ÷èñåë åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñî ìíîãèìè îáëàñòÿìè

ìàòåìàòèêè: àëãåáðîé, ãåîìåòðèåé, àíàëèçîì (âåùåñòâåííûì, êîìïëåêñ-
íûì, ãàðìîíè÷åñêèì ...), êîìáèíàòîðèêîé, òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé, òåîðå-
òè÷åñêèìè êîìïüþòåðíûìè íàóêàìè è ò.ä.;
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• òåîðèÿ ÷èñåë, âîïðåêè èçâåñòíîìó ìíåíèþ Õàðäè, ñòàëà ñåãîäíÿ îä-
íîé èç âàæíåéøèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè èìåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëüíûõ
ïðèëîæåíèé.

Åùå îäíèì (è. êîíå÷íî, î÷åíü âåñîìûì) àðãóìåíòîì â ýòîé äèñêóñ-
ñèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåâåäåííûé ñàìèì Í.À. îòðûâîê èç ïîñìåðòíîé çàìåòêè
âåëèêîãî Ýéëåðà "De numeris amicabilibus".

Èìåÿ â âèäó ïåäàãîãè÷åñêóþ êîìïîíåíòó ñâîåãî öèêëà ñòàòåé, Í.À.
íà÷èíàåò ñ ïðîñòåéøåé è èçâåñòíîé ñ äðåâíîñòè çàäà÷è î ïðåäñòàâëå-
íèè ÷èñåë ñóììîé äâóõ êâàäðàòîâ (âîïðîñ, âîñõîäÿùèé ê "Àðèôìåòèêå"
Äèîôàíòà, êîòîðûé áûë ïîñòàâëåí Ï. Ôåðìà è ðåøåí Ýéëåðîì). Ñîîò-
âåòñâóþùóþ òåîðåìó îáû÷íî íàçûâàþò òåîðåìîé Ôåðìà. Í.À. ïðèâîäèò
åå äîêàçàòåëüñòâî, äàííîå Ä.Á. Öàãèðîì (è, êàê îí ñ÷èòàåò, äîñòóïíîå
äëÿ ó÷åíèêà 5-6 êëàññà).

Îáñóæäàåòñÿ òàêæå òåîðåìà Ëåæàíäðà î ÷èñëàõ, ïðåäcòàâèìûõ â âè-
äå ñóìì òðåõ êâàäðàòîâ (è Í.À. çäåñü æå óïîìèíàåò çàìå÷àíèå Á.À. Âåí-
êîâà î òîì, ÷òî èç òåîðåìû Ëåæàíäðà ìîæíî âûâåñòè áîëåå îáùóþ òåî-
ðåìó Ãàóññà î êîëè÷åñòâå òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé â òåðìèíàõ ÷èñëà êëàññîâ
áèíàðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì).

Â óïîìÿíóòîé "Àðèôìåòèêå" Äèîôàíòà âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ÷åòû-
ðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë (â 1770 ã. ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàë Æ.Ë.
Ëàãðàíæ). Í.À. ïðèâîäèò êðàñèâîå òîæäåñòâî Ýéëåðà, êîòîðîå ïîçâîëÿ-
åò ñâîäèòü òåîðåìó Ëàãðàíæà ê ñîîòâåòñòâóþùåìó óòâåðæäåíèþ î ïðåä-
ñòàâèìîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ïåðåéäó ê ïðîáëåìå Âàðèíãà, êîòîðàÿ îáîáùàåò òåîðåìó Ëàãðàíæà.
Ïåðåôðàçèðóÿ îðèãèíàëüíûé òåêñò ñàìîãî Ý. Âàðèíãà (êîòîðûé, êîíå÷-
íî, öèòèðóåòñÿ, ïðè ýòîì îáñóæäàþòñÿ âàðèàíòû ôîðìóëèðîâêè â ðàç-
íûõ èçäàíèÿõ êíèãè Âàðèíãà), Í.À. ïðèâîäèò òàêóþ åå ôîðìóëèðîâêó:
ðå÷ü èäåò î ïîèñêå íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ x1, . . . , xs, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óðàâíåíèþ

xk1 + · · ·+ xks = n. (1)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì k íàèìåíüøåå èç ÷èñåë s, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå
(1) ðàçðåøèìî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì
g(k).

Í.À. äåòàëüíî îáñóæäàåò ôîðìóëèðîâêè ïðîáëåìû Âàðèíãà ó ðàçëè÷-
íûõ àâòîðîâ, îòìå÷àÿ íåñîîòâåòñòâèÿ ñ îðèãèíàëüíîé ôîðìóëèðîâêîé è
çàêàí÷èâàÿ î÷åíü õàðàêòåðíîé äëÿ ñåáÿ ôðàçîé: "Íå âåðüòå íèêîìó íà
ñëîâî, à ïðîâåðÿéòå âñå ññûëêè, ÷òîáû çíàòü, ÷òî ó êëàññèêîâ íà ñàìîì
äåëå íàïèñàíî, è ïîíèìàòü, ÷òî îíè ïðè ýòîì èìåëè â âèäó".

ßñíî, ÷òî g(1) = 1 , ðàâåíñòâî g(2) = 4 ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëàãðàí-
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æà, ñàì Âàðèíã óòâåðæäàë, ÷òî g(3) = 9 è g(4) = 19, à È.À. Ýéëåð â
1772 ã. çàìåòèë, ÷òî g(5) ≤ 37, g(6) ≤ 73, g(7) ≤ 143, g(8) ≤ 279, è
ñôîðìóëèðîâàë ãèïîòåòè÷åñêóþ îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà g(k)

Äîâîëüíî ìíîãî óñèëèé ðàçëè÷íûõ ëþäåé áûëî ïðèëîæåíî äëÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ãèïîòåçû Âàðèíãà (åå èíèöèèðîâàë Ê.Ã.ß. ßêî-
áè); Í.À. íàçûâàåò À.Ð. Öîðíîâà, Çàõàðèàñà Äàçå, Ðîáåðòà Äàóáëåáñêè
ôîí Øòåðíåêà, Áðåòøíàéäåðà, Àëüôðåäà Âåñòåðíà è äðóãèõ.

Ïåðâîå îáùåå äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîñòè g(k) äëÿ êàêîãî-ëèáî k äàë
Æ. Ëèóâèëëü; îí äîêàçàë, ÷òî g(4) ≤ 53; Í.À. ïðèâîäèò åãî êðàñèâîå è
ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Äàëüøå òåîðèþ ðàçâèâàëè èíæåíåð Ýäìîí Ìàéå, âðà÷ Àëüáåðò Ôëåê,
øêîëüíûé ó÷èòåëü À. Âèôåðèõ, à òàêæå ìíîãèå ïðîôåññèîíàëüíûå ìà-
òåìàòèêè, òàêèå êàê À. Ãóðâèö, È. Øóð è äðóãèå.

Íàêîíåö, â 1909 ã. Ä. Ãèëüáåðò ïîëó÷èë ïðèíöèïèàëüíîå ðåøåíèå ïðî-
áëåìû Âàðèíãà, ïîêàçàâ, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k íàéäåòñÿ
òàêîå g(k), ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû
g(k) íåîòðèöàòåëüíûõ k-õ ñòåïåíåé. Äîêàçàòåëüñòâî Ãèëüáåðòà áûëî ÷è-
ñòîé òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ � íóæíûå òîæäåñòâà íå ïðåäúÿâëÿëèñü â
ÿâíîì âèäå; èõ ñóùåñòâîâàíèå âûòåêàëî èç äîâîëüíî ñëîæíûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîäèôèöèðîâàëè Ô. Õàóñäîðô,
Ý. Ñòðèäñáåðã, Ð. Ðåìàê, À. Ãóðâèö, Ã. Ôðîáåíèóñ, Ý. Øìèäò è ìíîãèå
äðóãèå.

Äîêàçàòåëüñòâî Ãèëüáåðòà íå äàâàëî íèêàêèõ êîíêðåòíûõ îöåíîê ÷è-
ñåë g(k); ïåðâàÿ ýôôåêòèâèçàöèÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëà ïîëó÷åíà
òîëüêî â 1953 ã. Ã. É. Ðèãåðîì (íî ñ íåâåðîÿòíî çàâûøåííûìè îöåíêà-
ìè).

Â 1920-1925 ãã. Õàðäè è Ëèòòëâóä ïðåäëîæèëè ïðèíöèïèàëüíî íîâûé
ïîäõîä ê ãèïîòåçå Âàðèíãà. Îíè îáîçíà÷èëè ÷åðåç G(k) òàêîå íàèìåíü-
øåå ÷èñëî s, ÷òî ëþáîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî n ïðåäñòàâèìî â âèäå
ñóììû s íåîòðèöàòåëüíûõ k-õ ñòåïåíåé (òàêîé ïîäõîä âîñõîäèò ê ßêî-
áè). ßñíî, ÷òî G(k) ≤ g(k). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîíå÷íîñòü G(k) âëå÷åò
êîíå÷íîñòü g(k).

Õàðäè è Ëèòòëâóä ïåðâîíà÷àëüíî äàëè ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïî k îöåí-
êó G(k) ñ ãëàâíûì ÷ëåíîì (k − 2)2k−2; â 1934-1935 ãã. È.Ì. Âèíîãðàäîâ
óëó÷øèë åå äî ïîëèíîìèàëüíîé ïî k îöåíêè, âíà÷àëå ïðèìåðíî êâàäðà-
òè÷íîé, íî ïî÷òè ñðàçó äî ïðèìåðíî ëèíåéíîé äëÿ áîëüøèõ k.

(Í.À. ïîäðîáíî îáñóæäàåò åùå ìíîãî äåòàëåé èçó÷åíèÿ ãèïîòåçû Âà-
ðèíãà, íî ÿ íå áóäó óòîìëÿòü èìè ÷èòàòåëÿ; ìíå êàæåòñÿ, ÷òî îñíîâíîå
ñêàçàíî. � Ñ.Ï.)

Ïåðåéäó, íàêîíåö, ê ôèíàëó èñòîðèè. Âîò êàê îí çâó÷èò ó Í.À.:
"Ñôîðìóëèðóåì, ïðåæäå âñåãî, îòâåò. Íà 99,9999% ìû óâåðåíû, ÷òî ýòî
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â òî÷íîñòè òîò îòâåò, êîòîðûé ïðåäñêàçàë Ýéëåð-ìëàäøèé â XVIII âå-
êå, òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ èäåàëüíàÿ òåîðåìà Âàðèíãà. À èìåííî, ïóñòü
3k = q · 2k + r, ãäå q+ r ≤ 2k. Â 1935-1936 ãã. Ë.Þ. Äèêñîí è Ñ.Ñ. Ïèëëàé
äîêàçàëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, åñëè k ≥ 7, òî g(k) = 2k + q − 2".

Îòñòóïëåíèå î ñòèëå. Â ðàçäåëå "Ñòèëü" ÿ ïðèâåäó î÷åíü õàðàê-
òåðíîå äëÿ òåêñòîâ Í.À. âûñêàçûâàíèå î Äèêñîíå.

Äâà îñòàâøèõñÿ ìàëåíüêèõ ñëó÷àÿ, íå îõâà÷åííûå ïåðâîíà÷àëüíûì
ðåçóëüòàòîì Äèêñîíà � Ïèëëàÿ, áûëè ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåíû, îäèí âñêî-
ðå, à äðóãîé ïîòðåáîâàë åùå ÷åòâåðòü âåêà (g(6) = 73, Ïèëëàé, 1940 ã., è
g(5) = 37, Äæèíæóí ×ýíü, 1964 ã.).

×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ q + r ≤ 2k, ïðåäïîëàãàåòñÿ (ãèïîòåçà Ïèëëàÿ),
÷òî îíî âûïîëíåíî âñåãäà, íî ýòî òàê è íå äîêàçàíî.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñòàòüè ñîäåðæèò îãðîìíóþ (è íå âîñïðîèçâîäÿùó-
þñÿ çäåñü) èíôîðìàöèþ î çàäà÷àõ, áëèçêèõ ê ãèïîòåçå Âàðèíãà (è, â
÷àñòíîñòè, î ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ).

Î÷åíü õàðàêòåðíî äëÿ Í.À. íà÷àëî çàêëþ÷èòåëüíîãî ðàçäåëà ñòàòüè
(ÿðêî íàçâàííîãî I shan't call it the end). Ïðèâåäó åãî:

"Êòî ðåøèë ïðîáëåìó (âàðèàíò, äîêàçàë ãèïîòåçó) Âàðèíãà? Ðåøåíà
ëè îíà âîîáùå? ß íå çíàþ. È ñåé÷àñ, ïðî÷èòàâ íåñêîëüêî ñîòåí òåêñòîâ
íà ýòó òåìó, çíàþ åùå ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì ðàíüøå. Ïîëâåêà íàçàä, êàê
øêîëüíèê ñòàðøèõ êëàññîâ èëè ñòóäåíò ìëàäøèõ êóðñîâ, ÿ áû óâåðåííî
îòâåòèë, ÷òî Ãèëüáåðò â 1909 ãîäó.

Ñåãîäíÿ ÿ íå òîëüêî çíàþ, ÷òî ýòî íå òàê, íî è ïåðåñòàë ïîíèìàòü
ñàì âîïðîñ. Íàñòîÿùóþ çàäà÷ó, âîò òàêóþ, êàê ïðîáëåìà Âàðèíãà, íåëü-
çÿ ðàç è íàâñåãäà ðåøèòü. Çäåñü îñîáåííî îò÷åòëèâî âèäíî, êàê òðóäíî
äàåòñÿ êàæäîå ðåàëüíîå ïðîäâèæåíèå, è ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ñðàâ-
íèòü ðåçóëüòàòû óñèëèé ðàçíûõ ïîêîëåíèé. Òàêóþ çàäà÷ó ìîæíî òîëü-
êî ïîñòîÿííî ðåøàòü, âîçâðàùàÿñü ê íåé ñíîâà è ñíîâà, ÷òîáû çàíîâî
îñîçíàòü åå ôîðìóëèðîâêó è ïîïûòàòüñÿ ïðèìåíèòü òå èíñòðóìåíòû,
êîòîðûìè ìû ðàñïîëàãàåì â äàííûé ìîìåíò".

Êîìïüþòåð êàê íîâàÿ ðåàëüíîñòü ìàòåìàòèêè. III. ×èñëà

Ìåðñåííà è ñóììû äåëèòåëåé

Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà äâóì êëàññè÷åñêèì òåìàì:
• ïðîâåðêà ïðîñòîòû è ôàêòîðèçàöèÿ áîëüøèõ ÷èñåë, à èìåííî ÷èñåë

Ìåðñåííà Mp = 2p − 1, ãäå p � ïðîñòîå;
• çàäà÷è î ñóììå äåëèòåëåé: èçâåñòíûå ñ ãëóáîêîé äðåâíîñòè çàäà÷è

î ñîâåðøåííûõ è äðóæåñòâåííûõ ÷èñëàõ, èõ îáîáùåíèÿ è âàðèàíòû.
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Ñàìîöèòàòà Í.À.: "Êàê è â èññëåäîâàíèÿõ ïî ïðîáëåìå Âàðèíãà, â
ýòèõ òåìàõ ¾îñîáåííî îò÷åòëèâî âèäíî, êàê òðóäíî äàåòñÿ êàæäîå ðåàëü-
íîå ïðîäâèæåíèå, è ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû óñèëèé
ðàçíûõ ïîêîëåíèé¿".

ßðêîé èëëþñòðàöèåé ïîðàçèòåëüíîãî ïðîãðåññà â ýòèõ çàäà÷àõ ÿâëÿ-
þòñÿ äâà ïðèâîäèìûõ Í.À. ôàêòà:
• Çà ïðèìåðíî 2500 ëåò áûëî îòêðûòî âðó÷íóþ 12 ïðîñòûõ Ìåðñåííà,

èç íèõ ïîñëåäíåå â 1914 ãîäó, â ñàìîì áîëüøîì èç íèõ 39 äåñÿòè÷íûõ
öèôð. Â 1952-2018 ãîäàõ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà áûëî îòêðûòî åùå 39
ïðîñòûõ Ìåðñåííà, â ñàìîì áîëüøîì èç íèõ, èçâåñòíûõ ñåãîäíÿ, 24862048
öèôð. Ïî÷òè âñå ñàìûå áîëüøèå èçâåñòíûå ñåãîäíÿ ïðîñòûå ÷èñëà � âñå
â ïåðâîé äåñÿòêå! � ýòî ëèáî ÷èñëà Ìåðñåííà, ëèáî èõ ñòàðøèå äåëèòåëè.
• Çà âñþ ìíîãîòûñÿ÷åëåòíþþ èñòîðèþ çàäà÷è î äðóæåñòâåííûõ ïà-

ðàõ (ñì. òî÷íîå îïðåäåëåíèå â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà. � Ñ.Ï.) ïî ñîñòîÿíèþ
íà 1971/72 ãîäû áûëî íàéäåíî âñåãî 1108 òàêèõ ïàð, è âñå, êòî èõ îòêðûë,
èçâåñòíû ïîèìåííî. Ñ òåõ ïîð ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ áûëè îòêðûòû
> 1.2 · 109 òàêèõ ïàð (Çàìå÷àíèå Í.À.: "ß ñîçíàòåëüíî íå óêàçûâàþ òî÷-
íîå çíà÷åíèå: ñåãîäíÿ îòêðûâàþò ñîòíè òûñÿ÷ òàêèõ ïàð êàæäûé äåíü,
òàê ÷òî òî÷íîå êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ ïàð íàâåðíÿêà èçìåíèòñÿ çà ðåäàê-
öèîííûé ïåðèîä ïîäãîòîâêè íàñòîÿùåé ñòàòüè").

Òî, ÷òî ïåðâûå ÷èñëà Ìåðñåííà ïðîñòûå, áûëî èçâåñòíî ñ äðåâíèõ
âðåìåí (M2 = 3,M3 = 7,M5 = 31,M7 = 127, . . . ); ýòî ñôîðìèðîâàëî
ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âñå ÷èñëà Ìåðñåííà ïðîñòûå, îïðîâåðãíóòóþ Õ. Ðå-
ãèóñîì â 1536 ã. (îí çàìåòèë, ÷òî M11 = 2047 = 23 · 89).

Í.À. î÷åíü äåòàëüíî àíàëèçèðóåò (âûïèñûâàÿ äëèííûå ëàòèíñêèå öè-
òàòû) êíèãè Ìåðñåííà 1644 è 1647 ãîäîâ, ïîñâÿùåííûå ÷èñëàì åãî èìåíè.

Â ðàçâèòèå òåîðèè áîëüøîé âêëàä âíåñëè íå òîëüêî ìàòåìàòèêè-
ïðîôåññèîíàëû, íî è ëþáèòåëè. Îòìå÷àåòñÿ, íàïðèìåð, ðåçóëüòàò ðóñ-
ñêîãî ñåëüñêîãî ñâÿùåííèêà Èâàíà Ìèõååâè÷à Ïåðâóøèíà, êîòîðûé â
1883 ã. îòêðûë ÷èñëî M61.

È çäåñü íå óäåðæóñü îò õàðàêòåðíîé äëÿ Í.À. öèòàòû: "Èâàí Ïåðâó-
øèí áûë ñòàðøèì èç 17 äåòåé â ñåìüå, ÷òî ñ äåòñòâà âûçâàëî ó íåãî
èíòåðåñ ê ïðîñòûì ÷èñëàì. Âïðî÷åì, Âèêèïåäèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî â ñå-
ìüå åãî ðîäèòåëåé áûëî âñåãî 16 äåòåé, ÷òî, êîíå÷íî, îáúÿñíÿëî áû åãî
èíòåðåñ ê ñòåïåíÿì äâîéêè".

Ïîñëåäíèì èç ÷èñåë Ìåðñåííà, íàéäåííûì âðó÷íóþ, áûëî M107 (ýòî
ñäåëàë Ð.Ý. Ïàóýðñ, òîæå ëþáèòåëü, â 1914 ã., èñïîëüçóÿ àðèôìîìåòð).

Ñëåäóþùèå äâà ïðîñòûõ ÷èñëà, M521 è M607, áûëè íàéäåíû óæå ñ
èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðà (è ýòî ïðîèçîøëî ðîâíî çà äåíü äî ñìåðòè
Ïàóýðñà).

Ïîñëå ýòîãî "êîìïüþòåðíûå îòêðûòèÿ" ïðîäîëæàëèñü, ïðè÷åì ðàáî-
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òà ñ ÷èñëàìè Ìåðñåííà ñòàëà îäíîé èç çàäà÷, íà êîòîðûõ èñïûòûâàëèñü
êàê íîâûå êîìïüþòåðû, òàê è íîâûå àëãîðèòìû (íàïðèìåð, àëãîðèòìû
áûñòðîãî óìíîæåíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ ÷èñåë).

Íàêîíåö, â ÿíâàðå 1996 ã. Äæ. Âîëüòìàí îðãàíèçîâàë ïðîåêò ðàñïðå-
äåëåííûõ âû÷èñëåíèé GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), â
êîòîðîì ó÷àñòâóþò 250000 ÷åëîâåê è áîëåå 2,5 ìèëëèîíîâ êîìïüþòåðîâ.
Êðîìå ñàìûõ áûñòðûõ íà ñåãîäíÿ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ áîëüøèõ ÷èñåë
è êðèòåðèÿ Ëþêà � Ëåìåðà, èñïîëüçóþòñÿ ïðîáíîå äåëåíèå, òåñòû ïñåâ-
äîïðîñòîòû, àëãîðèòì Ëåíñòðû, àëãîðèòì Ïîëëàðäà è ìíîãîå äðóãîå.

Âñå ïîñëåäíèå íîâûå ïðîñòûå ÷èñëà Ìåðñåííà íàéäåíû èìåííî â ðàì-
êàõ ýòîãî ïðîåêòà. Äëÿ èëëþñòðàöèè èõ âåëè÷èíû Í.À. ïðèâîäèò ÿðêîå
ñðàâíåíèå. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ êíèæíàÿ ñòðàíèöà ñîäåðæèò
2000 çíàêîâ, òî äëÿ çàïèñè ÷èñëà M6,972,593 ïîòðåáîâàëàñü áû êíèæêà
òîëùèíîé â 1000 ñòðàíèö!

Ïîñëå ýòîãî Í.À. äåòàëüíî îáñóæäàåò ôàêòîðèçàöèþ ÷èñåë Ìåðñåííà,
íà ÷åì ÿ íå îñòàíàâëèâàþñü ïîäðîáíî.

×èñëà Ìåðñåííà èãðàþò ñîâåðøåííî èñêëþ÷èòåëüíóþ ðîëü â îäíîé
èç ñòàðåéøèõ íåðåøåííûõ ïðîáëåì ìàòåìàòèêè, îòíîñÿùåéñÿ ê ÷åòíûì
ñîâåðøåííûì ÷èñëàì. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì,
åñëè îíî ðàâíî ñóììå ñâîèõ äåëèòåëåé. Ïåðâûå òàêèå ÷èñëà (6=1+2+3,
28= 1+2+4+7+14, 496=1+2+4+6+16+32+62+124+248) áûëè èçâåñòíû
åùå â VI âåêå äî í.ý. Í.À. ïðèâîäèò ïîðàçèòåëüíîå ðàññóæäåíèå èç êíèãè
Áëàæåííîãî Àâãóñòèíà "De Civitate Dei": ÷èñëî 6 ñîâåðøåííîå íå ïîòîìó,
÷òî Á-ã ñîçäàë Ìèð çà 6 äíåé, à, íàîáîðîò, Á-ã ïîòîìó ñîçäàë Ìèð çà 6
äíåé, ÷òî ÷èñëî 6 � ñîâåðøåííîå.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Åâêëèäà � Ýéëåðà: ìíîæåñòâî ÷åò-
íûõ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ÷èñåë âèäà 2p−1Mp ãäå
Mp � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà.

Ýòà òåîðåìà ñâîäèò âîïðîñ î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ÷åòíûõ ñî-
âåðøåííûõ ÷èñåë ê âîïðîñó î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë
Ìåðñåííà.

Í.À. ôîðìóëèðóåò äâå êëàññè÷åñêèå ïðîáëåìû, îòâåòû íà êîòîðûå
íåèçâåñòíû.

Ïðîáëåìà: áåñêîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ñîâåðøåííûõ ÷èñåë?
Ïðîáëåìà: ñóùåñòâóþò ëè íå÷åòíûå ñîâåðøåííûå ÷èñëà?
Óïîìÿíó åùå î òàê íàçûâàåìûõ äðóæåñòâåííûõ ÷èñëàõ: äâà ÷èñëà

m è n íàçûâþòñÿ äðóæåñòâåííûìè, åñëè ñóììà ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé
÷èñëà m ðàâíà n, à ñóììà ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n ðàâíà m.

Í.À.: "Èçâåñòíûé áîëòóí è ôàíòàçåð ßâìëèõ èç Õàëêèñà ïðèïèñû-
âàåò ëè÷íî òîâàðèùó Ïèôàãîðó ñ îñòðîâà Ñàìîñ îòêðûòèå ïåðâîé ïàðû
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äðóæåñòâåííûõ ÷èñåë

220 = 22 · 5 · 11 è 284 = 22 · 71”.

Åùå äâà ïðèøåäøèõ ê íàì èç äðåâíîñòè âîïðîñà áåç èçâåñòíûõ îòâå-
òîâ.

Ïðîáëåìà: áåñêîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî äðóæåñòâåííûõ ïàð?
Ïðîáëåìà: ñóùåñòâóþò ëè ÷åòíî-íå÷åòíûå äðóæåñòâåííûå ïàðû?

Êîìïüþòåð êàê íîâàÿ ðåàëüíîñòü ìàòåìàòèêè. IV. Ïðîáëåìà

Ãîëüäáàõà.

Íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ïðîáëåìû Ãîëüäáàõà.
Îñíîâíîå âíèìàíèå â ýòîé ñòàòüå Í.À. óäåëÿåò òàê íàçûâàåìîé òåðíàð-
íîé=íå÷åòíîé ïðîáëåìå Ãîëüäáàõà � óòâåðæäåíèþ, ÷òî ëþáîå íå÷åòíîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 5 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 3 íàòóðàëü-
íûõ ïðîñòûõ.

Ýòî îäíà èç íåìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè ÷èñåë, êîòîðóþ óäà-
ëîñü ïîëíîñòüþ ðåøèòü (ïðè÷åì, êàê ïîä÷åðêèâàåò Í.À., íå â àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ïåðåôîðìóëèðîâêàõ XX âåêà, à â èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå XVIII
âåêà!)

Ýòî ñäåëàë Õ. Õåëüôãîòò â 2013-2014 ãîäàõ, è â åãî äîñòèæåíèè îãðîì-
íóþ ðîëü ñûãðàëî èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðà.

Èñòîðèÿ ïîÿâëåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû òàêîâà. Â ìàðãèíàëèè ê àäðåñî-
âàííîìó Ëåîíàðäó Ýéëåðó ïèñüìó 1742 ãîäà, êîòîðîå â 1843 ã. îïóáëè-
êîâàë ïðàâíóê Ýéëåðà Ïàâåë Íèêîëàåâè÷ Ôóññ, Õðèñòèàí Ãîëüäáàõ âû-
ñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ñòàâøåå âïîñëåäñòâèè çíàìåíèòûì êàê ãèïîòåçà
Ãîëüäáàõà (õîòÿ, êàê îòìå÷àåò Í.À., â 1908 ã. ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî ÷àñòü
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, îòíîñÿùóþñÿ ê íå÷åòíûì ÷èñëàì, ñôîðìóëèðîâàë
åùå Ð. Äåêàðò ðîâíî çà âåê äî Ãîëüäáàõà).

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå íå÷åòíîé ïðîáëåìå Ãîëüä-
áàõà ÷åòíàÿ ïðîáëåìà çâó÷èò òàê: êàæäîå ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n > 2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 2 ïðîñòûõ. Îíà ê íàñòîÿùå-
ìó ìîìåíòó îòêðûòà (äàæå â àñèìïòîòè÷åñêîì âàðèàíòå, ãäå ðå÷ü èäåò
íå îáî âñåõ, à òîëüêî î äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷åòíûõ ÷èñëàõ).

Â íà÷àëå òåêñòà ñòàòüè Í.À. ïðèâîäèò òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó èç ïèñü-
ìà Ãîëüäáàõà. Îäèí èç ñëåäóþùèõ àáçàöåâ íàçâàí æåñòêî: "Âåðèòü â íà-
øå âðåìÿ íåëüçÿ íèêîìó". Âîò êàê Í.À. åãî íà÷èíàåò: "Â ïðîöåññå ïîäãî-
òîâêè íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿ ïîñìîòðåë ôîðìóëèðîâêè ïðîáëåìû Ãîëüäáà-
õà â íåñêîëüêèõ äåñÿòêàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è èñòîðèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
òåêñòîâ. Íè â îäíîì èç íèõ ïðèâåäåííûé âûøå ôðàãìåíò íå âîñïðîèçâî-
äèòñÿ ïîëíîñòüþ áåç ãðóáûõ èñêàæåíèé".
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Êàê îòìå÷àåò Í.À., òàêîå ïðîèñõîäèò äàæå â òåêñòàõ Õàðäè � Ëèòòë-
âóäà è Õóà Ëîêåíà. Åãî êîììåíòàðèé: "Îïÿòü æå, ýòî âåëèêèå êëàññèêè!
Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî òâîðèòñÿ â òåêñòàõ, íàïèñàííûõ ïðîñòî
êëàññèêàìè!"

È óáèéñòâåííàÿ ôèíàëüíàÿ ôðàçà àáçàöà: "Äîëæåí ïðèçíàòüñÿ, ÷òî
ìûñëü î òîì, ÷òî èñòîðèÿ ìàòåìàòèêè â èçëîæåíèè ïðîôåññèîíàëüíûõ
ìàòåìàòèêîâ ÷óòü áîëåå, ÷åì âñÿ, âûãëÿäèò õóæå, ÷åì Wikipedia, áûëà
äëÿ ìåíÿ ñîâåðøåííî íîâîé".

Âî ââåäåíèè ÿ ïèñàë î "÷òåíèè ïîä óâåëè÷èòåëüíûì ñòåêëîì" ïè-
ñåì Ýéëåðà è Ãîëüäáàõà. Âîò òî÷íàÿ öèòàòà èç îäíîãî èç ïîäñòðî÷íûõ
ïðèìå÷àíèé Í.À.: "Â êíèãå Äèðêà Õîôôìàííà ... âîñïðîèçâåäåíà â áî-
ëåå êðóïíîì ðàçðåøåíèè ñîáñòâåííî ìàðãèíàëèÿ Ãîëüäáàõà, ãäå õîðîøî
âèäíî, ÷òî ñëîâà ¾die gr�osser ist als 1¿ äîïèñàíû âîîáùå áåç ïðîáåëîâ ïîä
ñòðîêîé, ïîòîì 1 òàì çàìåíåíà íà 2, à ïîòîì ñíîâà íà 1".

Ãîâîðÿ î ïåðåïèñêå Ýéëåðà è Ãîëüäáàõà, Í.À. äåëàåò î÷åíü ÿðêî õà-
ðàêòåðèçóþùåå åãî óðîâåíü çíàíèé è î÷åíü ãëóáîêîå çàìå÷àíèå î ÿçûêå
èõ ïèñåì (êîòîðûå îí ðåêîìåíäóåò ÷èòàòü ïîëíîñòüþ). Âîò îíî:

"Áåçóìíî èíòåðåñåí è ñàì ÿçûê ýòèõ ïèñåì, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé èäèîñèíêðàòè÷åêèé íåìåöêî-ëàòèíñêèé ïèäæèí, ãäå âñå çíà-
÷àùèå ñëîâà ëàòèíñêèå, à ñëóæåáíûå � íåìåöêèå: ¾ein aggregatum trium
numerorum priorum sey¿. Ïðè ýòîì ïîðàçèòåëüíûì îáðàçîì ýòîò íåñó-
ùåñòâóþùèé ÿçûê ïîëíîñòüþ, äî ñëîâà, ïîíÿòåí � äàæå ïîíÿòíåå òîé
ëàòûíè ñ íåìåöêîé ãðàììàòèêîé, íà êîòîðîé îíè ïèñàëè ñâîè ñòàòüè".

Ê ñîæàëåíèþ, çäåñü ñîâåðøåííî íåâîçìîæíî âîñïðîèçâåñòè ïîëíóþ
èñòîðèþ ðåøåíèÿ íå÷åòíîé ïðîáëåìû Ãîëüäáàõà, êîòîðàÿ ó Í.À. çàíè-
ìàåò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ñòðàíèö; îäíî ïåðå÷èñëåíèå èìåí ìàòåìàòèêîâ,
êîòîðûå âíåñëè â ýòî ðåøåíèå âêëàä, ïîòðåáîâàëî áû, äóìàþ, íåñêîëüêî
ñòðàíèö.

Í.À. çàêàí÷èâàåò ýòó ñòàòüþ óïîìèíàíèåì åùå íåñêîëüêèõ àääèòèâ-
íûõ çàäà÷. Îòìå÷ó, íàïðèìåð, ãèïîòåçó Õàðäè � Ëèòòëâóäà: ëþáîå
äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êâàäðàòîì, ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå ñóììû ïðîñòîãî è êâàäðàòà.

Êîìïüþòåð êàê íîâàÿ ðåàëüíîñòü ìàòåìàòèêè. V. Ëåãêàÿ ïðî-

áëåìà Âàðèíãà

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû Âàðèíãà, î êîòîðîé øëà ðå÷ü
âûøå, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà î íàõîæäåíèè äëÿ êàæäîãî íàòóðàëü-
íîãî k òàêîãî ÷èñëà s = ν(k), ÷òî âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû êàê ñóììû k-õ ñòåïåíåé,

n = ±xk1 ± · · · ± xks , (2)
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â êîëè÷åñòâå s øòóê ñî çíàêàìè.
Â ôîðìóëèðîâêå Í.À., "Ýäâàðä Ìàéòëàíä Ðàéò çëîïîëó÷íî îêðåñòèë

åå ëåãêîé ïðîáëåìîé Âàðèíãà (Easier Waring Problem)". Åå ïðèíöèïè-
àëüíîå îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû Âàðèíãà â òîì, ÷òî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îöåíêå |xj| ≤ n1/k, â òî âðåìÿ êàê
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) ìîãóò ïðåâîñõîäèòü n íà ìíîãî ïîðÿäêîâ. Ýòî
ñðàçó äåëàåò íåïðèìåíèìûìè áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ
êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìû Âàðèíãà. Ïîýòîìó ëåãêàÿ ïðîáëåìà Âàðèíãà íå
ðåøåíà íè äëÿ îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ (äàæå äëÿ k = 3), íåñìîòðÿ
íà ñîòíè îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò.

Åùå â 1953 ã. Ë.Äæ. Ìîðäåëë ïðåäëîæèë íàéòè äàëüíåéøèå ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ

x3 + y3 + z3 = 3,

êðîìå î÷åâèäíûõ

13 + 13 + 13 = 3 è 43 + 43 − 53 = 3.

Ïðåäïîëàãàëîñü äàæå, ÷òî òàêèõ ðåøåíèé íåò, íî â 2019-2021 ãã. îêà-
çàëîñü, ÷òî òàêèõ ðåøåíèé ìíîãî (íî è ñàìè îíè ãîðàçäî áîëüøå). Âîò
ñëåäóþùåå (ñàìîå ìàëåíüêîå èç íèõ):

x = 569936821221962380720, y = 569936821113563493509,

z = 472715493453327032.

Äëÿ åãî ïîèñêà áûëà ñîçäàíà ñåòü ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé, ñîñòîÿ-
ùàÿ èç 400000-500000 êîìïüþòåðîâ.

Îáñóæäàþòñÿ íåñêîëüêî òåñíî ñâÿçàííûõ ñî ñôîðìóëèðîâàííîé ïðî-
áëåìîé çàäà÷, íàïðèìåð, ðàöèîíàëüíàÿ ïðîáëåìà Âàðèíãà (â êî-
òîðîé èùóòñÿ ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ) è ïðîáëåìà Âàðèíãà â íóëå

(âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ â êà÷åñòâå î÷åíü ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ âåëèêóþ òåîðåìó
Ôåðìà).

Ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòè è áëèçêèå ê íèì çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê
àðèôìåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, èëè, åùå òî÷íåå, ê åå öåíòðàëüíîìó ðàç-
äåëó, äèîôàíòîâîé ãåîìåòðèè, êîòîðàÿ èçó÷àåò öåëûå è ðàöèîíàëü-
íûå òî÷êè íà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ñòàòüÿ çàêàí÷èâàåòñÿ äåòàëüíûì ìåòîäè÷åñêèì è ìåòîäîëîãè÷åñêèì
îáñóæäåíèåì âîçìîæíîñòåé êîìïüþòåðíîãî ïîèñêà è ýêñïåðèìåíòà. Öåëü
îáñóæäåíèÿ òðîÿêàÿ:
• íàïîìíèòü íåñêîëüêî êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ âàðèíãîâñêîãî òèïà;
• ïðèâëå÷ü âíèìàíèå ê øèðî÷àéøèì âîçìîæíîñòÿì èñïîëüçîâàíèÿ

ýòîãî ìàòåðèàëà â ïðåïîäàâàíèè;
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• ñôîðìóëèðîâàòü âàðèàíòû ïðîáëåìû Âàðèíãà êàê âûçîâ äëÿ ïîëè-
íîìèàëüíîé êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.

Í.À. íàïîìèíàåò, ÷òî áîëüøèíñòâî ïîëó÷åííûõ çà ïîñëåäíèé âåê ÿâ-
íûõ âû÷èñëåíèé è óëó÷øåíèå îöåíîê â ýòèõ çàäà÷àõ îáóñëîâëåíû îòêðû-
òèåì âñå áîëåå èçîùðåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ òîæäåñòâ.

Òàê æå êàê è íåêîòîðûå ïðåäûäóùèå ñòàòüè ýòîãî öèêëà, òåêñò ñîäåð-
æèò êàê íåâåðîÿòíîå êîëè÷åñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ òîæäåñòâ (ñ îáúÿñíå-
íèåì èõ ïðèìåíåíèÿ â òåîðèè ÷èñåë), òàê è öåëóþ ìîçàèêó èñòîðè÷åñêèõ
ñâåäåíèé.

Äóìàþ, ÷òî ëþáÿùèé èñòîðèþ ÷èòàòåëü ñ îãðîìíûì èíòåðåñîì ïðî-
÷èòàåò âêëþ÷åííûé â òåêñò ðàçäåë î òàê íàçûâàåìîé àôåðå Ã. Ëèáðè è
ïðîòèâîñòîÿíèè Ëèáðè è Ëèóâèëëÿ.

Êîìïüþòåð êàê íîâàÿ ðåàëüíîñòü ìàòåìàòèêè. VI. ×èñëà Ôåð-

ìà è èõ ðîäñòâåííèêè

Â ýòîé ñòàòüå Í.À. ïðîäîëæàåò îáñóæäàòü ðîëü êîìïüþòåðîâ â òåîðèè
÷èñåë, â ïåðâóþ î÷åðåäü â ôàêòîðèçàöèè áîëüøèõ ÷èñåë ñïåöèàëüíîãî
âèäà, íà ïðèìåðå îäíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è.

Êàê èçâåñòíî, Ôåðìà ïðåäïîëîæèë, ÷òî ïðè íàòóðàëüíûõ n ÷èñëà
âèäà

Fn = 22
n

+ 1

(íàçâàííûå åãî èìåíåì) ïðîñòûå. Íà ñàìîì äåëå, êàê êîììåíòèðóåò Í.À.,
Ôåðìà ãîâîðèò, ÷òî îí â ýòîì ïî÷òè óáåæäåí, íî ó íåãî íåò òî÷íîãî äîêà-
çàòåëüñòâà. Ôåðìà óïîìèíàë î ñâîåì ïðåäïîëîæåíèè â ïèñüìàõ ìíîãèì
ìàòåìàòèêàì; â ñòàòüå öèòèðóþòñÿ åãî ïèñüìà Á. Ôðåíèêëþ, Ì. Ìåð-
ñåííó, Á. Ïàñêàëþ, Ê. Äèãáè, Ï. Êàðêàâè (÷àñòü íà ôðàíöóçñêîì, ÷àñòü
íà ëàòûíè). Â ïåðåïèñêå Ýéëåðà è Ãîëüäáàõà ïðîáëåìà ïðîñòîòû ÷èñåë
Ôåðìà íåïîñðåäñòâåííî îáñóæäàåòñÿ â øåñòè ïèñüìàõ è óïîìèíàåòñÿ

åùå â íåñêîëüêèõ.
Í.À. ïèøåò: "òî, ÷òî ãèïîòåçà Ôåðìà îêàçàëàñü áåçíàäåæíî íåâåð-

íà, íå äåëàåò åå ìåíåå âåëèêîé. Åå ðîëü â ðàçâèòèè òåîðèè ÷èñåë è
àëãåáðû â öåëîì îãðîìíà.

Îïðîâåðæåíèå ýòîé ãèïîòåçû, à èìåííî äîêàçàòåëüñòâî íåïðîñòîòû
÷èñëà F5, ñîñòàâèëî ñîäåðæàíèå ïåðâîé ðàáîòû Ëåîíàðäà Ýéëåðà ïî òåî-
ðèè ÷èñåë ... Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî 17-óãîëüíèêà, òàêæå òåñíåéøèì
îáðàçîì ñâÿçàííîå ñ ÷èñëàìè Ôåðìà, ñîñòàâèëî ñîäåðæàíèå ïåðâîé ðà-
áîòû Êàðëà Ôðèäðèõà Ãàóññà, ïîñëå êîòîðîé îí îêîí÷àòåëüíî ðåøèë
ïîñâÿòèòü ñåáÿ ìàòåìàòèêå".

Â äåéñòâèòåëüíîñòè â 1732 ãîäó Ýéëåð íàøåë ðàçëîæåíèå ÷èñëà F5:

F5 = 4294967297 = 641 · 6700417 = (5 · 27 + 1)(52347 · 27 + 1).
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Ãîâîðÿ îá ýòîì ðåçóëüòàòå Ýéëåðà, Í.À. ïèøåò: "çíàÿ Ýéëåðà, ìû
ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îí, ñêîðåå âñåãî, è çäåñü îáîøåëñÿ áåç ÿâ-
íûõ âû÷èñëåíèé ... Ýêñòðàïîëèðóÿ ýòîò ïðèìåð, ìû âèäèì, ÷òî îäèí

èçîáðåòàòåëüíûé ìàòåìàòèê ìîæåò ñ óñïåõîì çàìåíèòü ñîòíè âû÷èñ-

ëèòåëåé � äâà èçîáðåòàòåëüíûõ ìàòåìàòèêà çàìåíÿþò íåáîëüøîé êîì-
ïüþòåð".

Ñòàòüÿ â îñíîâíîì ïîñâÿùåíà ôàêòîðèçàöèÿì ÷èñåë Ôåðìà è ôàíòà-
ñòè÷åñêèì ïðîäâèæåíèÿì â ïîèñêå èõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ïîëó÷åííûì
â ýïîõó ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.

Êðîìå òîãî, óïîìèíàþòñÿ íåñêîëüêî ñâÿçàííûõ ñ ÷èñëàìè Ôåðìà òåì,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå.

Îáîáùåííûå ÷èñëà Ôåðìà

Fn(a) = a2
n

+ 1,

ñðåäè êîòîðûõ ìíîãî ïðîñòûõ è êîòîðûå, ñóäÿ ïî äèíàìèêå ïîñëåäíèõ
ëåò, èìåþò âñå øàíñû çàìåíèòü ÷èñëà Ìåðñåííà â êà÷åñòâå ðåêîðäíûõ
ïðîñòûõ.

×èñëà Ïðîòà

k · 2m + 1, k < 2m,

êîòîðûå âîçíèêàþò êàê äåëèòåëè ÷èñåë Ôåðìà è òàêæå èãðàþò öåíòðàëü-
íóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè ðåêîðäíûõ ïðîñòûõ è öåïî÷åê ïðîñòûõ ñ êîíòðî-
ëèðóåìûìè ðàçíîñòÿìè.

Ðîëü ïðîñòûõ Ôåðìà è ïðîñòûõ Ïèðïîéíòà

2r · 3s + 1

â öèêëîòîìèè, ò.å., â âû÷èñëåíèè è ôàêòè÷åñêîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïîñòðî-
åíèè êîðíåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé èç 1 (â ôèíàëüíîì ðàçäåëå ñòà-
òüè î÷åíü äåòàëüíî îáñóæäàþòñÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì öèðêóëÿ è ëèíåéêè, à òàêæå, íàïðèìåð, ïàðàáîëè-
÷åñêîãî ëåêàëà).

Ê 300-ëåòèþ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà æóðíàë "Âåñòíèê
ÑÏáÃÓ. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Àñòðîíîìèÿ" îïóáëèêîâàë ñåðèþ îá-
çîðíûõ ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ñàìûì ÿðêèì äîñòèæåíèÿì ìàòåìàòèêîâ
Óíèâåðñèòåòà çà âðåìÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â ýòó
ñåðèþ âîéäóò íåñêîëüêî ñòàòåé ïî èñòîðèè èññëåäîâàíèé â îáëàñòè àë-
ãåáðû, íàïèñàííûõ Í.À. Âàâèëîâûì. Ê ñîæàëåíèþ, áûëè îïóáëèêîâàíû
òîëüêî ïåðâûå äâå èç ýòèõ ñòàòåé [11, 12]; îñòàëüíûå íå áûëè íàïèñàíû.
Îá ýòîé ñòàòüÿõ ÿ è ïîãîâîðþ (îãðàíè÷èâøèñü êîðîòêèìè ðåçþìèðóþ-
ùèè öèòàòàìè è ïåðå÷íåì ðàçäåëîâ).
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Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêàÿ øêîëà òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï. I. Ïðåäû-

ñòîðèÿ

Öèòàòà èç ââîäíîé ÷àñòè.
"Ãåíåòè÷åñêè àëãåáðà â Ïåòåðáóðãå âîçíèêëà èç òåîðèè ÷èñåë è äî-

âîëüíî äîëãî ðàçâèâàëàñü èìåííî êàê ÷àñòü òåîðèè ÷èñåë, ïîä îãðîìíûì
âëèÿíèåì òåîðèè ÷èñåë, èëè äëÿ ïðèëîæåíèé â òåîðèè ÷èñåë. Ïåðâû-
ìè ñîáñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèìè øêîëàìè, âîçíèêøèìè â íàøåì ãîðîäå,
áûëè øêîëà Òàðòàêîâñêîãî (êîòîðàÿ, ê îãðîìíîìó ñîæàëåíèþ, íå ïðî-
äîëæèëàñü) è øêîëà Ôàääååâà, îò êîòîðîé è ïðîèçîøëà îñíîâíàÿ ÷àñòü
ñåãîäíÿøíåé ïåòåðáóðãñêîé àëãåáðû.

Òåì íå ìåíåå äî âòîðîé ïîëîâèíû 1970-õ ãîäîâ äàæå òå èç ó÷åíèêîâ
Ôàääååâà, êòî ïîòîì çàíèìàëñÿ ÷èñòîé àëãåáðîé, çàùèùàëè äîêòîðñêèå
äèññåðòàöèè ïî òåìàòèêå, ñâÿçàííîé ñ òåîðèåé ÷èñåë (àëãåáðàè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ÷èñåë, òåîðèÿ Ãàëóà, ëîêàëüíûå ïîëÿ, àðèôìåòè÷åñêàÿ àëãåáðàè-
÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ ...). Â êîíå÷íîì ñ÷åòå äàæå èññëåäîâàíèÿ ïî ãîìîëîãè-
÷åñêîé àëãåáðå è òåîðèè öåëî÷èñëåííûõ ïðåäñòàâëåíèé áûëè èçíà÷àëü-
íî ìîòèâèðîâàíû èìåííî ïðèëîæåíèÿìè â àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë
(îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè Ãàëóà, çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ è ò.ä.)

Îäíàêî âî âòîðîé ïîëîâèíå 1970-õ ãîäîâ òåìàòèêà øêîëû íåâåðîÿòíî

ðàñøèðèëàñü, âêëþ÷èâ â ñåáÿ íîâóþ íà òîò ìîìåíò àëãåáðàè÷åñêóþ K-
òåîðèþ, àëãåáðàè÷åñêóþ òåîðèþ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, òåîðèþ ëèíåéíûõ
ãðóïï � è âñêîðå òåîðèþ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï, òåîðèþ àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï � èçíà÷àëüíî ãðóïï Øåâàëëå, ïîòîì è áîëåå îáùèõ êëàññîâ ðå-
äóêòèâíûõ ãðóïï è ãðóïïîâûõ ñõåì, ïðè÷åì êàê êëàññè÷åñêèõ, òàê è â
îñîáåííîñòè èñêëþ÷èòåëüíûõ � êîíå÷íûå ãðóïïû, êîìáèíàòîðíóþ òåî-
ðèþ ãðóïï, àëãåáðû Ëè, è â ïîñëåäíèå ãîäû òåîðèþ ìîòèâîâ, òåîðèþ
íåàññîöèàòèâíûõ àëãåáð, òåîðèþ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ è ò.ä. Âïëîòü
äî òîãî, ÷òî ñåãîäíÿ èìåííî ýòè íàïðàâëåíèÿ âîñïðèíèìàþòñÿ êàê òî÷êà
ñèëû ïåòåðáóðãñêîé àëãåáðàè÷åñêîé øêîëû, ãäå îíà çàíèìàåò ëèäèðóþ-
ùèå ïîçèöèè â ìèðå.

Îãðîìíóþ ðîëü â ýòîì ïåðåõîäå ñûãðàëè äâà ÷åëîâåêà � Çåíîí Èâàíî-
âè÷ Áîðåâè÷ è Àíäðåé Àëåêñàíäðîâè÷ Ñóñëèí. Â íàñòîÿùåì îáçîðå ìû
îáñóæäàåì ðàííèå ðàáîòû Àíäðåÿ Ñóñëèíà, ïîñâÿùåííûå êëàññè÷åñêîé
K-òåîðèè, ðàáîòû Çåíîíà Èâàíîâè÷à Áîðåâè÷à, ïîñâÿùåííûå îïèñàíèþ
ïîäãðóïï â êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ íàä êîëüöàìè, íàïðàâëåíèå â ñòðóê-
òóðíîé òåîðèè, êîòîðîå âîçíèêëî â ðåçóëüòàòå ñîâìåùåíèÿ äâóõ ýòèõ
êðóïíûõ ïðîäâèæåíèé, è äàëüíåéøèå ïðîäâèæåíèÿ â àðèôìåòè÷åñêîé
òåîðèè è ãåîìåòðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï, òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï òèïà
Ëè, êîìáèíàòîðíîé è àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï, êîòîðûå ÿâèëèñü
ñëåäñòâèåì ýòîãî".
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Ïåðå÷èñëþ ðàçäåëû îáçîðà.
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4. Êàê âñå íà÷èíàëîñü: Áîðåâè÷.
5. Êàê âñå íà÷èíàëîñü: Ñóñëèí.

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêàÿ øêîëà òåîðèè ëèíåéíûõ ãðóïï. II. Ðàí-

íèå ðàáîòû Ñóñëèíà

Çäåñü ÿ îãðàíè÷óñü âîñïðîèçâåäåíèåì àáñòðàêòà:
"Íàñòîÿùèé îáçîð ïðîäîëæàåò îïèñàíèå âêëàäà ïåòåðáóðãñêèõ ìà-

òåìàòèêîâ â òåîðèþ ëèíåéíûõ, êëàññè÷åñêèõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï.
Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ðàáîòàì Ñóñëèíà 1970-õ � íà÷àëà 1980-õ ãîäîâ
â îáëàñòè êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé K-òåîðèè è òåîðèè ëèíåéíûõ è
êëàññè÷åñêèõ ãðóïï. Ìû îïèñûâàåì îáùèé êîíòåêñò ýòèõ ðàáîò, ôîðìó-
ëèðóåì íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå ðåçóëüòàòû ñàìîãî Ñóñëèíà è åãî
ó÷åíèêîâ, à òàêæå íåêîòîðûå íàèáîëåå òåñíî ñâÿçàííûå ñ íèìè ïîñëåäó-
þùèå ðåçóëüòàòû".

Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåîðèè ãðóïï

Â ýòîé ñâÿçè ñëåäåò âñïîìíèòü åùå îäíó êîðîòêóþ ñòàòüþ Í.À [13],
íàïèñàííóþ ê 70-ëåòèþ À.È. Ñêîïèíà è ïîñâÿùåííóþ â îñíîâíîì èñòî-
ðèè ðàçâèòèÿ â Ëåíèíãðàäå � Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå âàæíîãî è èíòåðåñíîãî
íàïðàâëåíèÿ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû � âû÷èñëèòåëüíîé òåîðèè ãðóïï.

Êîíêðåòíàÿ òåîðèÿ ãðóïï
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Â òàêîì òåêñòå, êàê ýòîò, íåâîçìîæíî íå óïîìÿíóòü êíèãó Í.À. [14],
õîòÿ ôîðìàëüíî îíà íå ÿâëÿåòñÿ íè èñòîðè÷åñêîé, íè ôèëîñîôñêîé. Ïðå-
äèñëîâèå ê ýòîé êíèãå áûëî ïåðâûì îáðàçöîì òâîð÷åñòâà Í.À., êîòîðûé
ïîïàë ìíå â ðóêè. Âïå÷àòëåíèå áûëî ïîòðÿñàþùèì; ïîñëå ýòîãî ÿ ñî-
âñåì äðóãèìè ãëàçàìè ñìîòðåë íà äàâíî çíàêîìîãî ìíå Êîëþ Âàâèëîâà,
ñ êîòîðûì ìû â òî âðåìÿ ïðåïîäàâàëè íà ìàò-ìåõå Óíèâåðñèòåòà.

ß îò÷åòëèâî ïðåäñòàâëÿþ òî ïîòåíöèàëüíîå óäîâîëüñòâèå, êîòîðîå
ïîëó÷èò ëþáîïûòíûé ÷èòàòåëü ýòîé êíèãè. Íà÷íó ñ (íåïîëíîãî, êîíå÷-
íî) ñïèñêà ýïèãðàôîâ: çäåñü È. Ñòðàâèíñêèé, Ð. Ôåéíìàí, Ï. Òåéàð äå
Øàðäåí, Ã. Ñåëüå, È. Áðîäñêèé, Â. Åðîôååâ, ×æóàí-öçû, Æ. äå Ìåñòð,
O. Wilde, Ì. Áóëãàêîâ, Äàéñýöó Ñóäçóêè, Ë. Âèòòãåíøòåéí, J. Newman,
A. Speiser, Ä. Õàðìñ, Èäðèñ Øàõ, Groucho Marx, À. Ïåðåñ-Ðåâåðòå, À.È.
Ìàëüöåâ ...

Ëó÷øå âñåãî ñòèëü êíèãè îõàðàêòåðèçóþò íåñêîëüêî öèòàò.
"Ñàìûìè âàæíûìè ñòîðîíàìè ìàòåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ åå î÷àðîâàíèå

è óâëåêàòåëüíîñòü. ... Òîò òåêñò, êîòîðûé Âû âèäèòå ïåðåä ñîáîé, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ôðàãìåíò ñèñòåìàòè÷åñêîãî ó÷åáíèêà àëãåáðû äëÿ íà-
÷èíàþùèõ. Â îòëè÷èå îò ôðåíîëîãè÷åñêèõ ó÷åáíèêîâ, îí îáðàùåí íå ê
ëîãè÷åñêîé øèøêå ãäå-òî â ëåâîì ïîëóøàðèè, à ê ñîçíàíèþ, ïîäñîçíà-

íèþ è ãèïåðñîçíàíèþ ó÷åíèêà â èõ öåëîñòíîñòè. Ýòîò òåêñò ñêîìïîíè-
ðîâàí ïî òåì æå çàêîíàì, ÷òî Ãåïòàìåðîí, Ãàðãàíòþà è Ïàíòàãðþýëü,

Òðèñòàì Øåíäè, Æàê-ôàòàëèñò, Êîò Ìóðð, Âèííè-Ïóõ, Âëàñòåëèí

êîëåö, Çâåçäíûå âîéíû, Èíäèàíà Äæîíñ, è åãî ñëåäóåò îöåíèâàòü ïî òåì
æå êðèòåðèÿì".

"Âàæíîñòü ïîíÿòèÿ ãðóïïû äëÿ ìàòåìàòèêè â öåëîì ñîïîñòàâèìà
òîüêî ñ âàæíîñòüþ òàêèõ ïîíÿòèé êàê êàòåãîðèÿ, ìíîæåñòâî, îòîáðàæå-
íèå, êîëüöî, ìîäóëü, òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìíîãîîáðàçèå, ìåðà
... Îôèöèàëüíî òåîðèÿ ãðóïï âîçíèêëà â íà÷àëå XIX âåêà èç òðåõ îñíîâ-
íûõ èñòî÷íèêîâ: òåîðèÿ ÷èñåë, òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
è ãåîìåòðèÿ. Ñàì òåðìèí ãðóïïà âïåðâûå ââåë â 1830 ãîäó Ýâàðèñò
Ãàëóà. Ýòîò òåðìèí ïðîèñõîäèò îò ¾grouper les permutations¿ � ¾ãðóïïè-
ðîâàòü ïåðåñòàíîâêè¿".

Ñíîñêà:
"Çàäîëãî äî òîãî, êàê ëþäè íà÷àëè çàíèìàòüñÿ ïåðåñòàíîâêàìè, îíè

êîíñòðóèðîâàëè ìàòåìàòè÷åñêèå ôèãóðû, êîòîðûå òåñíåéøèì îáðàçîì
ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ãðóïï è êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü òîëüêî â òåîðåòèêî-
ãðóïïîâûõ òåðìèíàõ, à èìåííî, ðåãóëÿðíûå îðíàìåíòû, êîòîðûå ïåðå-
âîäÿòñÿ â ñåáÿ äâèæåíèÿìè è îòðàæåíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, Åãèïåòñêàÿ
ìàòåìàòèêà, êîòîðîé ñòîëü âîñõèùàëèñü Ãðåêè, íåñîìíåííî ñîñòîÿëà â
ïîèñêå èìåííî òàêèõ ôèãóð. Åãèïåòñêàÿ Îðíàìåíòèêà ïåðåæèëà íîâûé
ìîùíûé âçëåò â Àðàáñêîì è Ïåðñèäñêîì èñêóññòâå, ãäå îíà ñîçäàëà îá-
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ðàçöû íåñëûõàííîãî ñîâåðøåíñòâà è ìàòåìàòè÷åñêîé ãëóáèíû. Â ãîòè-
÷åñêîé àðõèòåêòóðå âñòðå÷àþòñÿ äàæå ñëîæíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ãðóï-
ïû".

Ïðîäîëæó öèòàòó:
"Â êà÷åñòâå òèïè÷íî Øïåíãëåðîâñêîãî ñîâïàäåíèÿ îòìåòèì, ÷òî â

òîì æå ñàìîì 1830 ãîäó, êîãäà Ãàëóà óïîòðåáèë òåðìèí ¾ãðóïïà¿, Ãåññåëü
îñóùåñòâèë âûâîä 32 êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ êëàññîâ.

Îäíàêî ÿ ñêëîíåí âåðèòü, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîíÿòèå ãðóïïû ÿâ-
ëÿåòñÿ äðåâíåéøèì ìàòåìàòè÷åñêèì ïîíÿòèåì, áîëåå äðåâíèì, ÷åì ïî-
íÿòèå ÷èñëà, è íåîòäåëèìûì îò ñàìîé ÷åëîâå÷åñêîé öèâèëèçàöèè. Ãðóï-
ïû ïîÿâëÿþòñÿ âñþäó, ãäå âîçíèêàþò ñèììåòðèè, àâòîìîðôèçìû, îáðà-
òèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, âñþäó, ãäå åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ
è ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèåñÿ óçîðû (patterns). À ÷åëîâå÷åñêàÿ êóëüòóðà, ïî-
äîáíî ïðèðîäå è æèçíè, ñîñòîèò â ñîñòàâëåíèè óçîðîâ. Èìåííî íà ýòîì
îñíîâàíà âåçäåñóùíîñòü èäåè ãðóïïû, óíèâåðñàëüíîñòü ýòîãî ïîíÿòèÿ è
îãðîìíîå ðàçíîîáðàçèå åãî ïðèëîæåíèé â ñàìîé ìàòåìàòèêå, à òàêæå â
èñêóññòâå, ôèçèêå, õèìèè, êðèñòàëëîãðàôèè, òåîðèè ïåðåäà÷è èíôîðìà-
öèè, êðèïòîãðàôèè ..."

È åùå:
"Ìàòåìàòèêà, êàê ãîâîðèò åå íàçâàíèå, ÿâëÿåòñÿ äîêòðèíîé è êîð-

ïóñîì çíàíèé (body of knowledge) � íî âîâñå íå âëàäåíèå äîêòðèíîé è
êîðïóñîì çíàíèé äåëàåò ÷åëîâåêà ìàòåìàòèêîì. Íåëüçÿ çíàòü ìàòåìàòè-
êó, íî ìîæíî áûòü ìàòåìàòèêîì. Áûòü ìàòåìàòèêîì îçíà÷àåò, â ïåðâóþ
î÷åðåäü, âèäåòü, îáëàäàòü ñâåðõçðåíèåì, ïîçâîëÿþùèì ñìîòðåòü ñêâîçü
ñòåíû è ïîâåðõ áàðüåðîâ".

Ìíå êàæåòñÿ, åñëè äàæå ïîñëåäíÿÿ ôðàçà îòíîñèòñÿ íå êî âñåì ìàòå-
ìàòèêàì, òî óæ îíà òî÷íî îïèñûâàåò ìàòåìàòèêà Í.À. Âàâèëîâà!

Öèòàòà:
"Ñàìûì âàæíûì èç òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî äî ñèõ ïîð â êîíå÷íîé ìàòå-

ìàòèêå, ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï. Îíà îòêðû-
âàåò âîçìîæíîñòü ê ïîëó÷åíèþ äîêàçàòåëüñòâ ðåçóëüòàòîâ î êîíå÷íûõ
îáúåêòàõ, îñíîâàííûõ íà ïåðåáîðå ñëó÷àåâ (case by case analysis) ... Ñèì-
ìåòðèè ïëàòîíîâûõ òåë ãèïíîòèçèðóþò ìàòåìàòèêîâ íà ïðîòÿæåíèè 25
âåêîâ. Ìîæíî äóìàòü, ÷òî è ñèììåòðèÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï è èçâëå-
÷åíèå åå íåïîñðåäñòâåííûõ ñëåäñòâèé áóäåò îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷
ìàòåìàòèêè íà íåñêîëüêî ñòîëåòèé".

(Ïîìíþ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ÿ ñëûøàë îò Í.À. íåîäíîêðàòíî, è êàæ-
äûé ðàç ìåíÿ âïå÷àòëÿëà òà ãëóáîêàÿ âíóòðåííÿÿ óáåæäåííîñòü, ñ êîòî-
ðîé ýòî ãîâîðèëîñü. � Ñ.Ï.)

È çàêëþ÷èòåëüíàÿ öèòàòà:
"Êàê ó÷àò âåëèêèå ìóäðåöû äðåâíîñòè, ïåðåäà÷à (ìàòåìàòè÷åñêèõ)
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çíàíèé âîçìîæíà òîëüêî îò ñåðäöà ê ñåðäöó (ñèí-ñèí-ìåé), ñëîâà çäåñü
èãðàþò ÷èñòî ñëóæåáíóþ ðîëü. Ñòóäåíò äîëæåí ñëûøàòü òî, ÷òî ÿ äó-
ìàþ, à íå òî, ÷òî ÿ ãîâîðþ. Ïðè ýòîì îí ëèáî ïîíèìàåò òî, ÷òî ÿ õî÷ó

ñêàçàòü, ëèáî íå ïîíèìàåò. Ýòî íå çàâèñèò íè îò òîãî, ÷òî ãîâîðèòñÿ,
íè îò òîãî, êàê ýòî ãîâîðèòñÿ, à òîëüêî îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ
ìåíòàëüíîãî êîíòàêòà, ñèíõðîíèçàöèè íàøèõ ñîçíàíèé, ïîäñîçíàíèé è
ãèïåðñîçíàíèé".

Ôèëîñîôèÿ äîêàçàòåëüñòâà

Î÷åíü âàæíîé ÷àñòüþ ôèëîñîôñêîãî íàñëåäèÿ Í.À. ÿâëÿåòñÿ åãî ïðî-
ãðàììíàÿ ñòàòüÿ, ñîäåðæàùàÿ ñîâåðøåííî íåòðèâèàëüíûé àíàëèç ñîîò-
íîøåíèÿ ëîãèêè è èíòóèöèè â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè.

Reshaping the metaphor of proof [15]

Âíà÷àëå Í.À. ôîðìóëèðóåò íåñêîëüêî (ñ÷èòàþùèõñÿ îáùåïðèíÿòû-
ìè) òåçèñîâ î ñòðóêòóðå ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà; ÿ ïðèâîæó,
çíà÷èòåëüíî óïðîùàÿ, ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ:
• äîêàçàòåëüñòâî � ýòî ôîðìàëüíûé òåêñò, â êîòîðîì ïî ñòðîãî îïðå-

äåëåííûì ïðàâèëàì ðåçóëüòàò âûâîäèòñÿ èç íàáîðà àêñèîì è ðàíåå ïî-
ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ;
• èíîãäà î÷åíü òðóäíî ïðåäúÿâèòü äîêàçàòåëüñòâî, íî åãî ïðîâåðêà �

ýòî ÷èñòî òåõíè÷åñêèé ïðîöåññ (â ÷àñòíîñòè, äîñòóïíûé êîìïüþòåðó);
• ñóùåñòâóþò îáùåïðèíÿòûå âî âñåõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè êðèòåðèè

ñòðîãîñòè äîêàçàòåëüñòâà;
• âñå óòâåðæäåíèÿ, ôîðìóëèðóåìûå â ó÷åáíûõ êóðñàõ äîñòàòî÷íî

ïðîäâèíóòîãî óðîâíÿ, ïðèâîäÿòñÿ ñ ïîëíûìè è ÷åòêèìè äîêàçàòåëüñòâà-
ìè.

Ïðèâîäÿ âåñüìà óáåäèòåëüíûå ïðèìåðû è àðãóìåíòû, Í.À. îïðîâåð-
ãàåò îñíîâíóþ ÷àñòü ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå òåçèñîâ.

Ñïèñîê ïðèâîäèìûõ èì ïðèìåðîâ íåâåðíûõ (èëè íåïîëíûõ) äîêà-
çàòåëüñòâ âïå÷àòëÿåò: íà÷èíàÿ îò íåêîòîðûõ òåîðåì Åâêëèäà (êîòîðûå
íåÿâíî èñïîëüçóþò íåäîêàçàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ), ïðîäîë-
æàÿ èñòîðèåé äîêàçàòåëüñòâ îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû è âåëèêîé òåî-
ðåìû Ôåðìà, à òàêæå òåîðåìû Äþëàêà î êîíå÷íîñòè ÷èñëà ïðåäåëü-
íûõ öèêëîâ ó ïîëèíîìèàëüíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè è òåîðåìû Ïëåìåëÿ, ïîñâÿùåííîé ïðîáëåìå Ðè-
ìàíà � Ãèëüáåðòà (â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ ìèðîâîå ìàòåìàòè÷åñêîå
ñîîáùåñòâî äåñÿòèëåòèÿìè íå çàìå÷àëî îøèáî÷íîñòè îïóáëèêîâàííûõ
äîêàçàòåëüñòâ).
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Ñîãëàñíî êîíöåïöèè Í.À., äîêàçàòåëüñòâî áîëåå èëè ìåíåå ñîäåðæà-
òåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî óòâåðæäåíèÿ � ýòî íå ôîðìàëüíûé âûâîä ðå-
çóëüòàòà èç àêñèîì è ïðåäøåñòâóþùèõ òåîðåì, à ñêîðåå "äîðîæíàÿ êàð-
òà", ïîëüçóÿñü êîòîðîé (è ïðèêëàäûâàÿ ïðè ýòîì èíîãäà íå ìåíåå óñè-
ëèé, ÷åì ïðèëîæèë àâòîð äîêàçàòåëüñòâà äëÿ åãî ñîçäàíèÿ), ìàòåìàòèê-
ïðîôåññèîíàë ìîæåò óáåäèòüñÿ â âåðíîñòè äîêàçûâàåìîãî ðåçóëüòàòà.

Ïðè ýòîì îãðîìíóþ ðîëü èãðàþò êàê ïîäãîòîâêà "âîñïðèíèìàþùåãî"
äîêàçàòåëüñòâî, òàê è óðîâåíü åãî èíòóèöèè. Í.À. öèòèðóåò ïî ýòîìó
ïîâîäó ñâîåãî ñòàðîãî äðóãà Îëåãà Èæáîëäèíà, êîòîðûé ãîâîðèë: "Êòî
äîêàçàë, ÷òî è êîìó?" Ýòî ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ çàìå÷àòåëüíîé ôðàçîé:
"Âîåâîäñêèé äîêàçàë Ñóñëèíó ãèïîòåçó Ìèëíîðà".

Íå ìîãó íå óïîìÿíóòü îäíó èç ïîñëåäíèõ ñòàòåé Í.À. [16]. Ôîðìàëü-
íî ãîâîðÿ, òàê æå êàê êíèãà [14], ýòà ñòàòüÿ (ïîñâÿùåííàÿ ïðåïîäàâàíèþ
ìàòåìàòèêè äëÿ íåìàòåìàòèêîâ è íàïèñàííàÿ ñ ïðèñóùèìè Í.À. ðåçêî-
ñòüþ è îñòðîòîé) íå ÿâëÿåòñÿ íè èñòîðè÷åñêîé, íè ôèëîñîôñêîé, íî, êàê
óâèäèò ÷èòàòåëü èç ïðèâîäèìîé íèæå öèòàòû, îíà ñîäåðæèò ãëóáîêèå
ôèëîñîôñêèå ìûñëè î òîì, ÷òî ÿâëÿêòñÿ ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì ïðè
îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå êàê ïðîôåññèîíàëîâ, òàê è íåïðîôåññèîíàëîâ.

Íåáåñà ïàäàþò: ìàòåìàòèêà äëÿ íåìàòåìàòèêîâ

Àáñòðàêò: "Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, êàê ìàññîâîå îáðàçîâàíèå,
òàê è ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè íåìàòåìàòèêàì íà óíèâåðñèòåòñêîì óðîâ-
íå, íàõîäÿòñÿ â óæàñàþùåì ñîñòîÿíèè è áûñòðî äåãðàäèðóþò. Ìû óáåæ-
äåíû, ÷òî ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè íåìàòåìàòèêàì äîëæíî áûòü ïîë-
íîñòüþ ðåôîðìèðîâàíî êàê â òîì, ÷òî êàñàåòñÿ åãî ñîäåðæàíèÿ, òàê è,
â îñîáåííîñòè, ñòèëÿ. Ñ òðàäèöèîííûìè ïîäõîäàìè òàêîé ïåðåõîä çàé-
ìåò äåñÿòèëåòèÿ, ñ íåïðåäñêàçóåìûìè ðåçóëüòàòàìè. Ýòîãî âðåìåíè ó
íàñ íåò. Ïîÿâëåíèå ñèñòåì Êîìïüþòåðíîé Àëãåáðû äàåò ìàòåìàòè÷åñêî-
ìó ñîîáùåñòâó øàíñ íà èçìåíåíèå ýòîé ñèòóàöèè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû
îïèñûâàåì îäèí ïðîåêò òàêîãî ðîäà ðåôîðìû, îñóùåñòâëåííûé â Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå".

È îáåùàííàÿ öèòàòà: "Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ñàìûé âàæíûé àñïåêò
â ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè íà ýëåìåíòàðíîì óðîâíå � ýòî âûðàáîòêà è
êóëüòèâàöèÿ èíòåëëåêòóàëüíîé ÷åñòíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ñïîñîá-
íîñòè îòëè÷àòü òî, ÷òî ìû ïîíèìàåì, îò òîãî, ÷òî ìû íå ïîíèìàåì. Òî,
÷òî áûëî îïðåäåëåíî è èìååò òî÷íûé ñìûñë, îò òîãî, ÷òî åãî íå èìååò.
Òî, ÷òî èìåííî ãîâîðèòñÿ, îò òîãî, ÷òî èìååòñÿ â âèäó. Ïðàâäîïîäîáíîå
îò íåâåðîÿòíîãî, èñòèííîå îò ëîæíîãî, äîêàçàííîå îò ïðåäïîëàãàåìîãî è
ò.ä."

Ñòèëü.
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Âåëèêèé Æîðæ-Ëóè Ëåêëåðê äå Áþôôîí â ñâîåé èíàãóðàöèîííîé
ðå÷è âî Ôðàíöóçñêîé Àêàäåìèè ïðîèçíåñ ôðàçó, âîøåäøóþ â èñòîðèþ:
"Le style c'est l'homme" (îáû÷íî åå ïåðåâîäÿò íà ðóññêèé ñëîâàìè "Ñòèëü
� ýòî ÷åëîâåê"). Äóìàþ, ÷òî óíèêàëüíûé ñòèëü Í.À. â åãî òåêñòàõ � ýòî
îòðàæåíèå óíèêàëüíîãî ñòèëÿ åãî ìûøëåíèÿ, â êîòîðîì íåðàçäåëèìî ïå-
ðåïëåòàëèñü ìàòåìàòèêà, ëèòåðàòóðà, æèâîïèñü, ìóçûêà, èñòîðèÿ, âîñ-
ïîìèíàíèÿ î ëþäÿõ è î ñàìûõ äèêîâèííûõ ñòðàíàõ.

Êàê áûëî îáåùàíî â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ïðîáëåìå Âàðèíãà, ïðî-
öèòèðóþ âûñêàçûâàíèå Í.À. î Äèêñîíå. Âîò ÷òî îí ïèøåò:

"Ó Îñêàðà Óàéëüäà åñòü ïðåêðàñíûé îáðàç, ïî÷åìó áîãè ñêðûòû äðóã
îò äðóãà è ìîãóò âèäåòü òîëüêî ñâîèõ àäåïòîâ. Ïîêà ýíåðãèÿ òâîðåíèÿ
áåçðàññóäíî âëå÷åò èõ ê öåëè, êîëåñà èõ êîëåñíèö ïîäíèìàþò îáëàêà
ïûëè. Â ðåçóëüòàòå îíè îêàçûâàþòñÿ íåñïîñîáíû ñóäèòü íå òîëüêî î ðà-
áîòå äðóãèõ, íî è ñâîåé ñîáñòâåííîé. Âî âñåõ 30++ ðàáîòàõ Äèêñîíà ïî
ïðîáëåìå Âàðèíãà Ãèëüáåðò â ñâÿçè ñ íåé íå óïîìèíàåòñÿ íè ðàçó".

×òîáû õîòü êàê-òî êîìïåíñèðîâàòü îòñóòñòâèå â ðàçäåëå, ïîñâÿùåí-
íîì ïðîáëåìå Ãîëüäáàõà, èçëîæåíèÿ äîëãîãî ïóòè åå äîêàçàòåëüñòâà è
åùå ðàç ïîðàäîâàòüñÿ ñòèëþ (êàê ìûøëåíèÿ, òàê è âîñïðèÿòèÿ æèçíè)
Í.À., ïðèâåäó åùå îäíó öèòàòó.

"As a side note, ðàç óæ ýòî personal account, â 2016 ãîäó Universidad
Nacional de C�ordoba � òîé Êîðäîâû, êîòîðàÿ â Àðãåíòèíå, à íå òîé, êî-
òîðàÿ â Àíäàëóñèè, � ïðèñóäèë Õàðàëüäó Õåëüôãîòòó ñòåïåíü äîêòîðà
Honoris Causa. ß êàê ðàç îêàçàëñÿ òàì ïî ïðèãëàøåíèþ ìîåãî äðóãà Íè-
êîëàñà Àíäðþøêåâè÷à è ïðèñóòñòâîâàë ïðè íàãðàæäåíèè. Ïîñêîëüêó äî
ýòîãî ÿ ìíîãî îáùàëñÿ ñ Õàðàëüäîì, êîãäà îí çàíèìàë ó íàñ êàôåäðó
Ëàìå è óæå ñëûøàë äâà åãî äîêëàäà ñ äîêàçàòåëüñòâîì (ëåòîì 2014 ãîäà
â Ñåóëå è ïîòîì îñåíüþ 2014 ãîäà â Ïåòåðáóðãå), òî ìîã ñëåäèòü çà ìàòå-
ìàòèêîé âïîëóõà è ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà ôîðìå � äîêëàä, åñòåñòâåííî, áûë
íà èñïàíñêîì. Íèêîãäà íè äî ýòîãî, íè ïîñëå ÿ íå ñëûøàë ñòîëü íîðìà-
òèâíîé è ðàôèíèðîâàííîé èñïàíñêîé ðå÷è, íàïîìíèâøåé ìíå ïî ñòèëþ
òåêñòû Áîðõåñà. Êàê ãîâîðèò ïî ýòîìó ïîâîäó êëàññè÷åñêàÿ èíäèéñêàÿ
ïîñëîâèöà, ¾Øèâó â ìåøêå íå óòàèøü¿".

Ãîâîðÿ î ãèïîòåçå Ôåðìà, Í.À. óïîìèíàåò ÷èñëà Êàðìàéêëà, ò.å., òà-
êèå ñîñòàâíûå ÷èñëà n, ÷òî

an ≡ a (mod n)

äëÿ âñåõ a.
Öèòàòà: "Êñòàòè, âåñüìà ñèìâîëè÷íî, ÷òî 1729 � íîìåð ãîäà, êîãäà

Ãîëüäáàõ ïðèâëåê âíèìàíèå Ýéëåðà ê çàäà÷å Ôåðìà, � òîæå ÷èñëî Êàð-
ìàéêëà, 7 · 13 · 19". È ñîâåðøåííî î÷àðîâàòåëüíàÿ ñíîñêà ê ýòîé ôðàçå:
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"Òàêîãî ðîäà ñîâïàäåíèÿ áåçóìíî ëþáèë Îñâàëüä Øïåíãëåð. Îí ïî-
ñòðîèë öåëóþ òåîðèþ íà îñíîâå òîãî, ÷òî òðè âåëè÷àéøèõ åâðîïåéñêèõ
� "ôàóñòîâñêèõ" � êîìïîçèòîðà, Èîãàíí Ñåáàñòüÿí Áàõ, Ãåîðã Ôðèäðèõ
Ãåíäåëü è Äîìåíèêî Ñêàðëàòòè, ðîäèëèñü â îäèí ãîä, 1685. Íå ïîìíþ,
êñòàòè, óïîìèíàåò ëè îí â ýòîé ñâÿçè Ëîäîâèêî Äæóñòèíè? Äëÿ ïîëíîé
ñèììåòðèè ñëåäîâàëî. Æàí-Ôèëèïï Ðàìî ñî ñâîèì 1683 ãîäîì, êîíå÷íî,
÷óòü ïðîìàõíóëñÿ, íî íà ýòî ó Øïåíãëåðà òîæå åñòü îáúÿñíåíèå".

Ëþäè.

Êîíå÷íî, Í.À. Âàâèëîâ áûë ñ ðîæäåíèÿ íàäåëåí âûäàþùèìèñÿ ñïî-
ñîáíîñòÿìè, ôåíîìåíàëüíîé ïàìÿòüþ è åùå òåì, ÷òî ÿ áû íàçâàë "ÿçû-
êîâûì ÷óòüåì". Íî ïîëíîñòüþ ðåàëèçîâàòü ýòè "íà÷àëüíûå äàííûå" îí
ñìîã òîëüêî áëàãîäàðÿ òåì óäèâèòåëüíûì ëþäÿì, êîòîðûå âñòðåòèëèñü
íà åãî æèçíåííîì ïóòè.

Î äâóõ òàêèõ ëþäÿõ Í.À. âñïîìèíàåò â ñòàòüå, ïîñâÿùåííîé ãèïîòåçå
Ãîëüäáàõà.

Îäèí èç íèõ � åãî ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè â 30-é øêîëå, Èîñèô ßêîâëå-
âè÷ Âåðåáåé÷èê. (Îò àâòîðà: ìíå î÷åíü ïðèÿòíî ïèñàòü äîáðûå ñëîâà îá
ýòîì ÷åëîâåêå, êîòîðûé ó÷èë ìàòåìàòèêå è ìåíÿ � è íåñîìíåííî, òî, ÷òî
ÿ ñòàë ïðîôåññèîíàëüíûì ìàòåìàòèêîì � âñåöåëî åãî çàñëóãà. � Ñ.Ï.)

Öèòèðóþ Í.À.
"Ýòà ñòàòüÿ � êàê è âñå îñòàëüíûå ñòàòüè ýòîé ñåðèè � íèêîãäà íå

áûëà áû íàïèñàíà, åñëè áû äâà ÷åëîâåêà â 1967-1969 ãîäàõ íå èçìåíèëè
ëèíèþ ìîåé æèçíè.

Ïåðâûì èç íèõ áûë Èîñèô ßêîâëåâè÷ Âåðåáåé÷èê, êîòîðûé âçÿë ìå-
íÿ â ñâîé êëàññ, êîãäà ÿ ïåðåøåë â 30-þ øêîëó. Îñåíüþ 1967, êîãäà ìû
ïðèøëè â 9-é êëàññ, îí ïðî÷åë ñ íàìè "Îñíîâû àíàëèçà" Ýäìóíäà Ëàí-
äàó: àêñèîìû Ïåàíî, ñå÷åíèÿ Äåäåêèíäà, êîìïëåêñíûå ÷èñëà, âîò ýòî âñå
ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ñ ïðîâåðêîé âñåõ êîððåêòíîñòåé, âñåõ òîæ-
äåñòâ è ò.ä. Íî âåñíîé 1968 ïîñëå èçó÷åíèÿ ïðåäåëîâ íå ïðîäîëæèë ïî
Ëàíäàó, à ñîñêî÷èë íà "Îñíîâû ñîâðåìåííîãî àíàëèçà" Æàíà Äüåäîííå,
ïðàâäà, óæå íå òàê ïîäðîáíî, ïðîïóñêàÿ íåêîòîðûå áîëåå ñëîæíûå äî-
êàçàòåëüñòâà, è íå öåëèêîì, áåç ïîñëåäíèõ ãëàâ. Êîãäà îí ðàññêàçàë íàì
êàíòîðîâñêèé äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ, ÿ ïîíÿë, ÷òî áóäó çàíèìàòüñÿ íå
åñòåñòâîçíàíèåì, à ìàòåìàòèêîé".

Âòîðûì áûë îòåö îäíîãî èç øêîëüíûõ äðóçåé Í.À. Íèêîëàé Ãðèãî-
ðüåâè÷ ×óäàêîâ, ìàòåìàòèê, êîòîðûé ïîëó÷èë "ëåãåíäàðíûé" (ïî îöåíêå
Í.À.) ðåçóëüòàò ïî ÷åòíîé ãèïîòåçå Ãîëüäáàõà è íàïèñàë êëàññè÷åñêóþ
êíèãó ïî L-ôóíêöèÿì. Í.À. âñïîìèíàåò, êàê Í.Ã. ñ íèì "áåñåäîâàë", ïå-
ðå÷èñëÿÿ òåìû "áåñåä": àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ,
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òåîðåìà Äèðèõëå, L-ðÿäû, ãèïîòåçà Ðèìàíà, ãèïîòåçà Àðòèíà, ñîâåðøåí-
íûå è äðóæåñòâåííûå ÷èñëà, ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà ñ âàðèàöèÿìè, äèîôàí-
òîâû óðàâíåíèÿ ...

Òåìû, ê êîòîðûì Í.Ã. ïîñòîÿííî âîçâðàùàëñÿ â òå ãîäû � ýòî òðàíñ-
öåíäåíòíûå ÷èñëà, äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ, ëèíåéíûå ôîðìû îò ëî-
ãàðèôìîâ, ïðîáëåìà äåñÿòîãî äèñêðèìèíàíòà, òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, Ãåëü-
ôîíäà, Øíàéäåðà, Çèãåëÿ, Òóý, Ðîòà, âïëîòü äî ïî÷òè ñîâðåìåííûõ òî-
ãäà ðàáîò Ñòàðêà, Øèäëîâñêîãî è Ôåëüäìàíà. Í.À. ïðèçíàåò: "Â ðåçóëü-
òàòå ýòó ÷àñòü òåîðèè ÷èñåë ÿ îïðåäåëåííî çíàë â 10-ì êëàññå øêîëû
ëó÷øå, ÷åì ñåé÷àñ, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ôàêòè÷åñêîì óðîâíå".

Âïðî÷åì, îñáóæäàëàñü íå òîëüêî òåîðèÿ ÷èñåë. Í.À.: "Ñ òàêîé æå
ëåãêîñòüþ Í.Ã. îòâå÷àë íà ìîè âîïðîñû, îòíîñèâøèåñÿ ê àëãåáðå, àëãåá-
ðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òîïîëîãèè, àíàëèçó, ëîãèêå ... Îí âñåðüåç èçó÷àë
âåùè òèïà òåîðèè ñõåì, àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé è ò.ä. è ðàññêàçûâàë ìíå
ïðî ãèïîòåçû Âåéëÿ è ìíîãîå â òàêîì äóõå. Íî ÷òî ìåíÿ òîãäà ïîðàçèëî
áîëüøå âñåãî, îí ïðåêðàñíî çíàë è, î÷åâèäíî, ÷èòàë ñ äîêàçàòåëüñòâàìè
âåùè òèïà òåîðåìû Ñêîëåìà, òåîðåì Ãåäåëÿ, ðàáîòû Äåâèñà, Ðîáèíñîí,
Ìàòèÿñåâè÷à ïî ðåøåíèþ 10-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà ...".

Í.À. çàêëþ÷àåò: "Â ïðèíöèïå, ñôîðìèðîâàòü ìàòåìàòèêà èç ëþáî-
ãî ðåáåíêà è äàæå ïîäðîñòêà ÷ðåçâû÷àéíî ëåãêî. Íóæíî ïðîñòî âûäàòü
åìó òàêîãî ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè, êàê Èîñèô ßêîâëåâè÷, è æèâîãî ïðî-
ôåññîðà ìàòåìàòèêè, êîòîðûé áóäåò ñ íèì ðàçãîâàðèâàòü, òàêîãî êàê
Íèêîëàé Ãðèãîðüåâè÷. Íó, ðàçãîâàðèâàòü-òî ìû âñå ãîðàçäû, íî ãäå æå
âçÿòü ñòîëüêî øêîëüíûõ ó÷èòåëåé?"

Ïðèçíàííûì ïàòðèàðõîì Ëåíèíãðàäñêîé � Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé àë-
ãåáðàè÷åñêîé øêîëû áûë Äìèòðèé Êîíñòàíòèíîâè÷ Ôàääååâ (êîòîðî-
ãî âñå íàçûâàëè ïðîñòî Ä.Ê.), "íàó÷íûé äåä" Í.À. Âàâèëîâà. (Êàê è
â ñëó÷àå È.ß. Âåðåáåé÷èêà, ÿ ñ óäîâîëüñòâèåì âñïîìèíàþ Ä.Ê., êîòî-
ðûé ÷èòàë ìíå îáùèé êóðñ àëãåáðû íà 1-2 êóðñàõ, ïðîèçíîñÿ ïðè ýòîì
íåçàáûâàåìîå ñëîâî "ùèñëû", è ïîñòàâèë ìíå ïåðâóþ óíèâåðñèòåòñêóþ
ïÿòåðêó. � Ñ.Ï.)

Äàëüøå � äâå öèòàòû èç òåêñòîâ Í.À.

"Ä.Ê. áûë îäíèì èç ñàìûõ ïîíèìàþùèõ, êâàëèôèöèðîâàííûõ, òùà-
òåëüíûõ è äîáðîñîâåñòíûõ ëþäåé, êîòîðûõ ÿ âîîáùå âèäåë â ñâîåé æèç-
íè, ñ íåâåðîÿòíî ðàçâèòîé, äëÿ ìàòåìàòèêà, ñïîñîáíîñòüþ ê ìåíòàëüíûì
âû÷èñëåíèÿì. ß áûë ñâèäåòåëåì òîãî, êàê îí óìíîæàë íà äîñêå äâå ìàò-
ðèöû 8× 8, îäíîâðåìåííî çàïèñûâàÿ îòâåò äâóìÿ ðóêàìè".

"Ïîçâîëþ ñåáå îäíî çàìå÷àíèå ÷óòü â ñòîðîíó, êîòîðîå èëëþñòðèðóåò
êëàññ ýòîãî ÷åëîâåêà. Íà êîíãðåññå ïî íàó÷íûì âû÷èñëåíèÿì â Ëèí-
öå, óçíàâ, ÷òî ÿ ïðåäñòàâëÿþ øêîëó Ôàääååâà, Õåíê âàí äåð Ôîðñò òóò
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æå çàìåòèë, ÷òî äî ñèõ ïîð â îãðîìíîé ÷àñòè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëå-
íèé, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷àìè ãèäðîàýðîäèíàìèêè, â êîòîðûõ ïðèõîäèòñÿ
ðåøàòü áîëüøèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé � ìèëëèîíû óðàâíåíèé
îò ìèëëèîíîâ íåèçâåñòíûõ, � èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, ïðåäëîæåííûå Ä.Ê.
â íà÷àëå 1960-õ ãîäîâ, è ÷òî îí ñàì ïèñàë ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèò-
ìû äëÿ "Áîèíãà" è ÍÀÑÀ. ß òóò æå ïîäóìàë, íàñêîëüêî ìû ëåíèâû
è íåëþáîïûòíû � â ëþáîì äðóãîì óíèâåðñèòåòå êðàñî÷íûå ïëàêàòû îá
ýòîì âèñåëè áû íà âñåõ ñòåíàõ, à ÿ, íàó÷íûé âíóê Ä.Ê., âïåðâûå óçíàþ
îá ýòîì îò ãîëëàíäñêîãî êîëëåãè. È âåäü ýòî äàëåêî íå öåíòðàëüíûé
ïðåäìåò ðàçìûøëåíèé Ä.Ê., à ëèøü îäíà èç ïîáî÷íûõ òåì, êîòîðûìè îí
èíòåðåñîâàëñÿ".

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåí ñâîèì êîëëåãàì, êîòîðûå ïðîÿâèëè èíòåðåñ
ê ýòîìó òåêñòó è ñäåëàëè ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ: À.È. Áóôåòîâó, Å.Â. Äûá-
êîâîé, À.À. Ëèâåðîâñêîìó, À.È. Íàçàðîâó, Ñ.È. Íèêîëåíêî, Å.Á. Ïëîò-
êèíó, è Â.Ã. Õàëèíó.

Îñîáàÿ áëàãîäàðíîñòü Ã.Ì. Ïîëîòîâñêîìó è Ã.È. Ñèíêåâè÷, îêàçàâ-
øèì íåîöåíèìóþ ïîìîùü ïðè îêîí÷àòåëüíîì ðåäàêòèðîâàíèè òåêñòà.
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Problems in model theory of algebraic groups

Eugene Plotkin

Abstract: The talk is focused on model theoretic questions of simple/reductive
algebraic groups over arbitrary rings with emphasis on their elementary equiva-
lence. We plan to survey the developments of the theory starting with last decade
results on classical groups. The very recent results for the isotropic case obtained
by P. Gvozdevsky and E.Voronetzky will be outlined. If time permits, I will ad-
dress the issue of anisotropic groups, which is a hard and tempting goal for further
research
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Cancellation Problems and Algebraic Groups

Vladimir L. Popov

Abstract. The purpose of this talk is to discuss some aspects of algebraic

group theory that arise in connection with the cancellation problems in algebraic

geometry, and the interaction between these topics.
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Visualizing �nite groups and algebras

George B. Shabat

Dessins d'enfants were introduced be Alexander Grothendieck in a rather
non-traditional way, see [Gro1984]. The main objects of this theory are the graphs
embedded in compact oriented surfaces in such a way that the complements are
homeomorphic to disjoin unions of open disks. When the category of dessins
d'enfants is neatly de�ned, it turns out to be equivalent to the arithmetic-geometric
category of the so-called Belyi pairs and to certain categories of �nite groups, see,
e,g,. [ShVo1990] or [Shab2016].

After the brief general introduction some examples of the relations between
dessins d'enfants and certain algebraic structures will be considered.

Following [AKSS1995] and [Mati2016], the visual images of the Mathieu
groups M11 and M23 will be presented.

For a prime-power q the visualization of the �nite �eld Fq by means of the
complete graph with q vertexes will be discussed. More precisely, it will be ex-
plained that every choice of a generator of the multiplicative group F×

q de�nes a

highly symmetric dessin; the �eld can be restored by this dessin [Shab2025].
The case of F7 will turn out to be closely related to the octonions.
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Jacobi inversion problem: classical and con-

temporary aspects

O.K.Sheinman

Abel transform sends divisors on a Riemann surface Σ into Abelian variety
called Jacobian Jac(Σ) of the surface. The inverse map is given by Riemann van-
ishing theorem which claims that the preimage of a generic point of the Jacobian
can be found as the divisor of zeroes of a certain auxiliary function F on the Rie-
mann surface, where F is constructed with help of the Riemann theta function of
the surface. Together, Abel map and the Riemann theorem establish a birational
equivalence between Jac(Σ) and SymgΣ where g = genus(Σ).

The problem of reversion of the Abel map is named after Jacobi. Jacobi's
motivation can be judged with some degree of probability from his "Lectures on
Dynamics". In the "Lectures" he expresses the idea that it is quite stupid to try
to �nd out a change of variables solving a given di�erential equation. It is more
smart to start with some simple dynamics, complicate it with help of some change
of variables, and look for a problem which can be described by means of the
obtained dynamics. Following that idea he takes uniform rectilinear motion and
by means of a certain sophisticated transformation turns it into dynamics ζ = ζ(t)
satisfying the equation which reads as A(ζ) = c(t) in our contemporary language,
where A is the Abel transform, ζ is a degree g divisor, c(t) ∈ Jac(Σ) is a curve
known in a sense it is expressed in terms of the original linear dynamics. The
conclusion should be as follows: by reversion of the Abel map A we can �nd out
the dynamics of divisors corresponding to our original linear dynamics.

It turned out to be that for a majority of known completely integrable sys-
tems, from classical systems to contemporary soliton equations, the Abel trans-
form linearizes solutions, and the Jacobi inversion gives the dynamical divisor of
the system. We will show it with the example of Hitchin systems.

The Riemann theorem reduces solution of the Jacobi problem to a tran-
cendental equation containing theta functions. It is known (Buchstaber�Enolski�
Leykin, 2012) that for hyperelliptic curves the problem is algebraic. However, in
1984 Dubrovin proposed an approach (again going back to Riemann) enabling to
calculate some symmetric functions of the divisor of zeroes without resolving the
equation itself. In particular, it enabled him to derive the celebrated Its-Matveev
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theta functional formula for solutions of the Korteveg-de Vries equation. Its and
Matveev obtained it a bit earlier using similar ideas. In general, the symmetric
functions computable by means of Dubrovin's approach do not give full invariants
of the trajectory, however calculation of them reduces the Jacobi inversion problem
to an algebraic one.

A wide class of �nite-dimensional integrable systems is characterized by their
spectral curves. These are �nite genus algebraic curves over C. It is remarkable
that for those systems, the Separation of Variables method leads to an Abel-type
map which transforms trajectories to the straight lines on some Abelian variety
related to the spectral curve. The type of the map, and of the variety depends
on the symmetry group of the integrable system. In physics, the symmetry group
is usually referred to as the gauge group. If the gauge group is equal to GL(n)
then the above map is the Abel map itself. In the case of simple gauge groups the
spectral curve of the system possesses a holomorphic involution coming from the
Cartan involution on the group. In this case, the above mentioned map is the Abel�
Prym map, and the corresponding Abelian variety is a certain �nite unrami�ed
covering of the Prymian of the spectral curve.

Consideration of the case of a spectral curve with an involution was pioneered
by Novikov and Veselov (1984), with relation to Schrödinger equation, and recently
continued by the author, with relation to Hitchin systems. The Riemann vanishing
theorem still holds in this case, but it is even less e�ective than in the classical
case, becouse the divisor of zeroes is subject to an additional relation. The author
managed to show that in presence of a second involution commuting with the �rst
one the degree of e�ciency is the same as in the classical case. It enabled us to
integrate the Hitchin systems with gauge groups SL(2) and SO(4). It also implies
birational equivalence between the Prymian of the �rst involution and a certain
symmetric power of the quotient of the curve by the second involution.

Search for real solutions is a one more problem of the theory of integrable
systems. This direction is related with works by Cherednik, Dubrovin and Natan-
zon, Veselov and Novikov. In the context of Jacobi inversion it is a problem of
realness conditions for trajectories on the Abelian variety in question, which in
turn reduces to study the symmenries of theta functions of real curves. The known
results are due to Dubrovin and Natanzon for the Riemann theta function, and
due to the author for the Prym theta function.
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Character bounds for simple groups and applica-

tions

Pham Huu Tiep

Given the current knowledge of complex representations of �nite (quasi)simple
groups, obtaining good upper bounds for their characters values still remains a dif-
�cult problem, a satisfactory solution of which would have signi�cant implications
in a number of applications. We will report on recent results that produce such
character bounds, and discuss some such applications, including Thompson's con-
jecture G = C2.
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Mathematics for Non-Mathematicians: Memories

of Professor Nikolai Vavilov

Íèêîëàé Âàñèëüåâ, Ëþäìèëà Âüþíåíêî, Âëàäèìèð

Õàëèí and Àëåêñàíäð Þðêîâ

Íèêîëàé Àëåêñàíäðîâè÷ Âàâèëîâ ñòàë èíèöèàòîðîì è èäåîëîãîì íàó÷-
íîãî ïðîåêòà, íàïðàâëåííîãî, íà ñîçäàíèå îòå÷åñòâåííîé ñèñòåìû êîìïüþòåð-
íîé àëãåáðû âûñîêîãî óðîâíÿ. Ïðîåêò ïðè æèçíè Íèêîëàÿ Àëåêñàíäðîâè÷à
àêòèâíî ïðîäâèãàëñÿ çàÿâêàìè íà êîíêóðñû è áûë ïîääåðæàí ãðàíòàìè Ôîí-
äà Ïîòàíèíà (2018) è Ïðàâèòåëüñòâà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà (2021). Çàäåëàìè â
îáðàçîâàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïðîåêòà ñòàëè íàðàáîòêè äëÿ ó÷åáíîãî êóðñà
"Ìàòåìàòèêà è êîìïüþòåð"(ÑÏáÃÓ, 2005-2015), ïîñâÿùåííîãî èñïîëüçîâàíèþ
ñèñòåìû Mathematica â ïðåïîäàâàíèè îñíîâíûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè ýêîíî-
ìèñòàì è äðóãèì íåìàòåìàòèêàì [1].

Äîðîæà ïàìÿòüþ áåçâðåìåííî óøåäøåãî ëèäåðà, ñîàâòîðû ïðîåêòà ñî-
÷ëè íåîáõîäèìûì ïðîäîëæèòü åãî ïðîäâèæåíèå è èñõîäèòü èç ôîðìóëèðîâêè
íàó÷íîé ïðîáëåìû, äàííîé Íèêîëàåì Àëåêñàíäðîâè÷åì. Âîò êàê îí îáîñíî-
âûâàë àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé äëÿ ñîçäàíèÿ ïîëíîöåííîé îòå÷åñòâåííîé
ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû.

Ïðèìåðíî 30 ëåò íàçàä Äîðîí Çàéëüáåðãåð êîíñòàòèðîâàë, ÷òî êîìïüþ-
òåð ñòàíîâèòñÿ äëÿ ìàòåìàòèêè òåì, ÷åì òåëåñêîï è ìèêðîñêîï ñòàëè äëÿ
àñòðîíîìèè è áèîëîãèè â XVII âåêå. Ïðè ýòîì, ãîâîðÿ î ðîëè êîìïüþòåðîâ
â ìàòåìàòèêå, ìíîãèå îãðàíè÷èâàþòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðîëüþ ÷èñëåííûõ
âû÷èñëåíèé â ïðèëîæåíèÿõ è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìàìè ôîðìàëüíîãî âû-
âîäà (àâòîìàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà òåîðåì, âåðèôèêàöèÿ äîêàçàòåëüñòâ è ò.ä.). Â
ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ, îñîáåííî â ïåðâîì, â Ðîññèè èìåþòñÿ ñëîæèâøèåñÿ øêî-
ëû è ñåðüåçíûå äîñòèæåíèÿ. Ìåæäó òåì, êîìïüþòåðíàÿ ìàòåìàòèêà ê ýòîìó
äàëåêî íå ñâîäèòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, â áëèæàéøåì áó-
äóùåì ãîðàçäî áîëüøåå çíà÷åíèå êàê äëÿ ñàìîé ìàòåìàòèêè, òàê è äëÿ åå
ïðèëîæåíèé ïðèîáðåòóò ñèñòåìû ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé è, â îñîáåííîñòè,
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû. Â ÷àñòíîñòè, â ïîñëåäíèå ãîäû âûÿñíèëîñü, ÷òî äëÿ
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ìíîãèõ ðåàëüíûõ èíäóñòðèàëüíûõ ïðîåêòîâ âîñòðåáîâàíû íå ïðèêëàäíàÿ ìà-
òåìàòèêà è ÷èñëåííûå ìåòîäû, à ðàçëè÷íûå ðàçäåëû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòå-
ìàòèêè è ïðîäâèíóòûå êîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè. Â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ òàê-
æå åñòü ñèëüíûå èññëåäîâàòåëüñêèå ãðóïïû, â îñîáåííîñòè â Äóáíå, Ìîñêâå è
Ïåòåðáóðãå, îíè èìåþò áîëüøîé îïûò ñîçäàíèÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïàêåòîâ,
çàòî÷åííûõ ïîä ïðîâåäåíèå ñïåöèàëüíûõ òèïîâ âû÷èñëåíèé äëÿ êîíêðåòíûõ
ïðèëîæåíèé, îáû÷íî â ñàìîé ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è àñòðîíîìèè, îò÷àñòè èí-
æåíåðíûõ. Îäíàêî, ôóíêöèè, ðåàëèçîâàííûå â ýòèõ ïàêåòàõ, íå îõâàòûâàþò
ñêîëü-íèáóäü øèðîêèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè, à ñàìè ïàêåòû íå ìîãóò áûòü
ïðÿìî èñïîëüçîâàíû â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè. Ê òîìó æå, â Ðîññèè
ñðåäè ñàìèõ ìàòåìàòèêîâ äîâîëüíî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíî íåäîâåðèå ê âîç-
ìîæíîñòÿì ñèñòåì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé, ïðèíÿòî óêàçûâàòü íà �îøèáêè
ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû� � ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, àáñîëþòíî ìíèìûå
è ñâÿçàííûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñ íåïîíèìàíèåì îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ êîìïüþ-
òåðíûõ âû÷èñëåíèé, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ îáúåêòèâíûìè òðóäíîñòÿìè èíòåð-
ïðåòàöèè èõ ðåçóëüòàòîâ â òðàäèöèîííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Ñëåäóåò
÷åñòíî ïðèçíàòü, ÷òî â ýòîì îòíîøåíèè ðîññèéñêàÿ ìàòåìàòèêà çðèìî îòñòà-
åò îò ìèðîâîãî óðîâíÿ. Åñëè ãîâîðèòü íå î ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïàêåòàõ, à î
ïîëíîöåííûõ ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé àëãåáðû îáùåãî íàçíà÷åíèÿ = general
purpose CAS, òî èõ ñîâñåì íåìíîãî è â ìèðå. Êîíå÷íî, èìååòñÿ îãðîìíîå êî-
ëè÷åñòâî ÷ðåçâû÷àéíî ãèáêèõ è ìîùíûõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ñèñòåì, òàêèõ
êàê GAP, Magma, CoCoA, Singular, Pari, Lie è ò.ä., ñïåöèàëüíî ñîçäàííûõ äëÿ
âû÷èñëåíèé â êîíêðåòíûõ îáëàñòÿõ òàêèõ êàê òåîðèÿ ÷èñåë, òåîðèÿ ãðóïï,
òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé, êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ è
ò.ä. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååòñÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñèñòåì,
â òîì ÷èñëå âåñüìà èíòåðåñíûõ, èñïîëüçóåìûõ íà ýëåìåíòàðíûõ ýòàïàõ îáó-
÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, íà óðîâíå ìëàäøåé è ñðåäíåé øêîëû. ×òî ïðàêòè÷åñêè
îòñóòñòâóåò, ýòî ñðåäíåå çâåíî, ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, îõâàòûâà-
þùèå øèðîêèé ñïåêòð ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè íà ñðåäíåâûñîêîì
óðîâíå. Åñëè îòáðîñèòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå, ñîâñåì ðóäèìåíòàðíûå è çàâå-
äîìî óñòàðåâøèå CAS, òî ñåãîäíÿ òàêèõ ñîâðåìåííûõ ñèñòåì ñîâñåì íåìíî-
ãî, ôàêòè÷åñêè, ÷åòûðå, Maple, Mathematica, Axiom è SageMath. Ïðè ýòîì
Axiom ïîñëå ñìåðòè åå ñîçäàòåëÿ Ðè÷àðäà Äæýíêñà íà ïðîòÿæåíèè äîëãîãî
âðåìåíè ïîääåðæèâàåòñÿ òîëüêî ñîîáùåñòâîì ýíòóçèàñòîâ, à SageMath ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòè÷åñêè íå íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, à óäîáíûé ôðîíòýíä, êî-
òîðûé ïðåäîñòàâëÿåò êâàëèôèöèðîâàííîìó ïîëüçîâàòåëþ äîñòóï ê íåñêîëü-
êèì äåñÿòêàì ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ñèñòåì. Äâå èç ýòèõ ñèñòåì, Mathematica
è Maple, ÿâëÿþòñÿ êîììåð÷åñêèìè. Ýòî ñîâåðøåííî çàìå÷àòåëüíûå, âåëèêèå
ïðîãðàììíûå ïðîäóêòû, êîòîðûå íà ìîìåíò ñâîåãî ñîçäàíèÿ â 1980-õ ãîäàõ
ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé âûäàþùååñÿ äîñòèæåíèå â êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêå è
ñòàëè äå ôàêòî ñòàíäàðòîì äëÿ îðãàíèçàöèè òàêèõ ñèñòåì. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, íåêîòîðûå ïðèíöèïèàëüíûå ðåøåíèÿ, êàñàþùèåñÿ èõ îáùåé àðõèòåêòóðû,
îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé, ñòðóêòóð äàííûõ, è ò.ä., ïðèíÿòûå â òîò ìîìåíò,
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â äàëüíåéøåì îêàçàëîñü íåâîçìîæíî èçìåíèòü, èìåííî â ñâÿçè ñ êîììåð÷å-
ñêèì õàðàêòåðîì ñèñòåì è íåîáõîäèìîñòüþ îáåñïå÷èòü îáðàòíóþ ñîâìåñòè-
ìîñòü (back compatibility). Êðîìå òîãî, èçìåíåíèÿ â ïîñëåäíèõ âåðñèÿõ ýòèõ
ñèñòåì âñå áîëüøå ôîêóñèðóþòñÿ íå íà àñïåêòàõ, âàæíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ñà-
ìîé ìàòåìàòèêè, à íà ðàçëè÷íûõ ÷èñòî ìàðêåòèíãîâûõ ìîìåíòàõ: ðàçëè÷íûõ
ñïåöèôè÷åñêèõ ýêñòðà-ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå
è ò.ä. Â îòëè÷èå îò ñèñòåìû Axiom îáå ýòè ñèñòåìû íå îáëàäàþò ïðîñòûìè è
åñòåñòâåííûìè ÿçûêîâûìè ñðåäñòâàìè äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð â òåðìèíàõ àêñèîì èëè ñâîéñòâ. Íåêîòîðûå èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûå ìà-
òåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè (ñèìâîëüíûå ìíîãî÷ëåíû, ñèìâîëüíûå ìàòðèöû è
ò.ä.) áûëè âêëþ÷åíû â íèõ òîëüêî ïîñòôàêòóì, ñ íå ñàìûìè ýôôåêòèâíûìè
àëãîðèòìàìè. Îäíàêî çà ïîñëåäíèå 30�40 ëåò ïðîèçîøåë îãðîìíûé ïðîãðåññ
â ïîíèìàíèè ïðèíöèïîâ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòàëî
èäåéíî è òåõíè÷åñêè âîçìîæíî ñîçäàòü ñèñòåìû, ÿçûê êîòîðûõ ïî ñëîâàðíî-
ìó ñîñòàâó è âûðàçèòåëüíîé ñèëå ãîðàçäî áëèæå ê ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåìîìó
ìàòåìàòèêàìè (= human mathematicians) ÿçûêó. Òàêîé ÿçûê äîëæåí äàâàòü
âîçìîæíîñòü îïèñûâàòü ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû òàê, êàê ýòî ôàêòè÷åñêè
äåëàåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ êíèãàõ (ñ ÷óòü áîëåå æåñòêèì ñèíòàêñèñîì). Ýòî
ïîçâîëèëî áû, â ÷àñòíîñòè, ðåàëèçîâàòü ôðîíòýíä ïîäîáíûõ ñèñòåì íà ëþáîì
íàöèîíàëüíîì ÿçûêå. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áûëè ïðåäëîæåíû áîëåå
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû è ñïîñîáû îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé, êîòîðûå ïîçâî-
ëÿþò ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ áûñòðåå è ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåíüøåãî ðåñóðñà. Â
÷àñòíîñòè, çíà÷èòåëüíîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû, êîòî-
ðûå íå èñïîëüçîâàëèñü â òðàäèöèîííûõ CAS. Çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áûëè
ãîðàçäî ëó÷øå îñîçíàíû è, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè, ïðåîäîëåíû è òðóäíîñòè
ïåðåâîäà ðåçóëüòàòîâ ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ÿçûê òðàäèöèîííîé ìàòåìà-
òèêè. Ýòî äàåò íàì ñîâåðøåííî ðåàëüíóþ íàäåæäó íà âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ
ñîâðåìåííîé ðîññèéñêîé ñèñòåìû ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé ñ ôðîíò-ýíäîì íà
ðóññêîì ÿçûêå. Òàêàÿ ñèñòåìà ìîãëà áû áûòü âåðòèêàëüíî èíòåãðèðîâàííîé
è, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê îáîðóäîâàíèþ è êâàëè-
ôèêàöèè ïîëüçîâàòåëÿ, äîñòóïíîé äàæå øêîëüíèêó, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîç-
âîëÿòü âåñüìà èçîùðåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ èíòåðåñíûå ïðîôåñ-
ñèîíàëüíûì ìàòåìàòèêàì. Êàê íàì êàæåòñÿ, íè îäèí èç ñóùåñòâóþùèõ CAS,
ïðè âñåõ ñâîèõ íåîñïîðèìûõ äîñòîèíñòâàõ, ýòèì ïðåäåëüíûì óñëîâèÿì íå óäî-
âëåòâîðÿåò. Öåëüþ èíèöèèðîâàííûõ Í.À. Âàâèëîâûì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ
ðàçðàáîòêà òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè äëÿ ñîçäàíèÿ ðîñ-
ñèéñêîé CAS âûñîêîãî óðîâíÿ, ïîäãîòîâêà ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ äëÿ òå-
ñòèðîâàíèÿ ýòîé ñèñòåìû íà ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ è ðàçðàáîòêà îñíîâ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ òàêîé ñèñòåìû â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè. Êðîìå ñîáñòâåííî
íàó÷íîãî èíòåðåñà, ñîçäàíèå ñèñòåìû ñòàëî áû âàæíåéøèì ýëåìåíòîì ñòðàòå-
ãè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé è èìåëî áû îãðîìíîå çíà÷åíèå
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ íà ñàìûõ ðàçíûõ óðîâíÿõ. Ïðåäïî÷òèòåëü-
íî, òàêàÿ ñèñòåìà äîëæíà áûòü îòêðûòîé (open-source), ñ ÷åòêèì ðàçäåëåíèåì
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ÿäðà, áèáëèîòåê àëãîðèòìîâ, ïîääåðæèâàþùèõ ðàçíîîáðàçíûå îáëàñòè ñîâðå-
ìåííîé ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ðàçâèòîé ñèñòåìîé òèïîâ äàííûõ,
ïîçâîëÿþùåé íà ÿçûêîâîì óðîâíå, êîíñòðóèðîâàòü îáúåêòû íîâûõ òèïîâ, èñ-
ïîëüçóÿ ÿçûêîâûå êîíñòðóêöèè ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûå ê ÿçûêó ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòèêè, à òàêæå ðàçëè÷íûõ èíòåðôåéñîâ ñ âîçìîæíîñòüþ ìî-
äèôèêàöèè ÷àñòåé êîäà êâàëèôèöèðîâàííûì ïîëüçîâàòåëåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñîçäàíèå front-end software, îáåñïå÷èâàþùåãî ïîääåðæêó îáëà÷íûõ âû÷èñëå-
íèé, ïàðàëëåëèçàöèþ àëãîðèòìîâ, à òàêæå èíòåðôåéñû äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ äðóãèìè ñèñòåìàìè êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, íàïðèìåð, Mathematica, Maple,
Wolfram Alpha è äðóãèå. Ìû èìåëè áû â âèäó äîñòóïíîñòü òàêîé ñèñòåìû äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ íà âñåõ óðîâíÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ â Ðîññèè è, ïî-
òåíöèàëüíî, â äðóãèõ ñòðàíàõ, íà÷èíàÿ ñî ñðåäíèõ øêîë, è âïëîòü äî îáó÷åíèÿ
ïðîôåññèîíàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ. Â íåêîòîðîì ñìûñëå ñàìûì íîâûì è íàèìå-
íåå òåõíîëîãè÷åñêè ðàçðàáîòàííûì çäåñü áûë áû èìåííî ñðåäíèé óðîâåíü, ò.å.
îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå íåìàòåìàòèêîâ: êàê èíæåíåðîâ, ôèçèêîâ, õèìèêîâ, áèî-
ëîãîâ, òàê è ïðåäñòàâèòåëåé ýêîíîìè÷åñêèõ, îáùåñòâåííûõ è ãóìàíèòàðíûõ
äèñöèïëèí. Èñòîðè÷åñêè ìàòåìàòèêà áûëà ÷ðåçâû÷àéíî óñïåøíîé âî ìíîãèõ
ïðèëîæåíèÿõ, ïåðâîíà÷àëüíî â àñòðîíîìèè è ôèçèêå, ïîòîì â äðóãèõ îáëàñòÿõ
åñòåñòâîçíàíèÿ è òåõíèêè. Ìàòåìàòèêà ñåãîäíÿ ìîãëà áû ñûãðàòü òàêóþ æå
ðîëü âî âñåõ îáëàñòÿõ çíàíèÿ: áèîëîãèè, ìåäèöèíå, íàóêàõ î ÷åëîâåêå, îáùå-
ñòâå, ÿçûêå, ìûøëåíèè è äðóãèõ. Åñëè ýòîãî ôàêòè÷åñêè ïîêà íå ïðîèñõîäèò,
òî òîëüêî ïîòîìó, ÷òî ñïåöèàëèñòû â ýòèõ îáëàñòÿõ òðàâìèðîâàíû òåêóùåé
ìîäàëüíîñòüþ ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè, íà÷èíàÿ ñî øêîëû, íå çíàþò òó ìà-
òåìàòèêó, êîòîðàÿ èì íóæíà, è, ÷òî åùå ãîðàçäî õóæå, âîîáùå íå ïîíèìàþò,
ïî÷åìó ýòî çíàíèå èì íåîáõîäèìî. ßñíî, ÷òî ñîçäàíèå óäîáíîé è äîñòóïíîé
ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, êîòîðîé ìîæíî áûëî áû ïåðåïîðó÷èòü òåõ-
íè÷åñêóþ ñòîðîíó äåëà è öåëèêîì ñîñðåäîòî÷èòüñÿ íà èäåéíîé ñòîðîíå, ìîãëî
áû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ñíÿòü ýòó ïðîáëåìó. Îäíàêî, îäíèì èç îñíîâíûõ
ïðåïÿòñòâèé çäåñü ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå îïûòà èìåííî â ñîçäàíèè, îòëàäêå è
òåñòèðîâàíèè êðóïíûõ ñèñòåì òàêîãî òèïà. Ðîññèéñêèå ïðîãðàììèñòû èìåþò
îãðîìíûé îïûò è òîïîâûå äîñòèæåíèÿ â ðàçðàáîòêè è ðåàëèçàöèè ýôôåêòèâ-
íûõ àëãîðèòìîâ. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïðèøëî âðåìÿ âçÿòüñÿ çà ïîäãîòîâêó
ñîäåðæàòåëüíîé áàçû òàêîé ñèñòåìû - â ïåðâóþ î÷åðåäü êîìïëåêñà àëãîðèò-
ìîâ è ìàòåìàòè÷åñêîãî êîíòåíòà - äëÿ ñîçäàíèÿ ïîëíîöåííîé ðîññèéñêîé CAS
âûñîêîãî óðîâíÿ. Îáñòîÿòåëüñòâà äèêòóþò íåîáõîäèìîñòü òàêèõ èññëåäîâà-
íèé. Îáîñíîâàííîñòü ýòèõ èäåé îáñóæäàåòñÿ â ñîâìåñòíûõ ñ Í.À. Âàâèëîâûì
ðàáîòàõ àâòîðîâ [1, 2, 3]. Îñíîâíûå èäåè, êîòîðûå, êàê ìû íàäååìñÿ, áóäóò
è äàëüøå ðàçâèâàòüñÿ â ðàìêàõ îáîçíà÷åííûõ Í.À. Âàâèëîâûì íàïðàâëåíèé
èññëåäîâàíèé, ñôîðìóëèðîâàíû òàêæå â öèêëå ñòàòåé [4].
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Locally isotropic elementary groups
and their central extensions

Egor Voronetsky

The elementary subgroup of a general linear group over a ring is the largest
perfect subgroup and it admits a nice generating set. This group and its prefect
central extension called the Steinberg group play central role in the theory of linear
groups over rings.

In this talk we discuss a generalization of these notions to the locally isotropic
case, e.g. to the automorphism group of a finite projective module over a commu-
tative ring.

Research is supported by the Russian Science Foundation grant 19-71-30002.

Egor Voronetsky
Chebyshev Laboratory
St. Petersburg State University, 14th Line V.O., 29
Saint Petersburg 199178 Russia
e-mail: voronetckiiegor@yandex.ru

47


